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Op*At. 1 



seguenti mie osservazioni. Un’appendice sono queste all'ultima mia 
Cicalata o .Su//!' obbiezioni alia massima rhe /’ /indille ilebbc eli¬ 
minarsi dall' inseijnamenlo » ivi uon avendo potuto di queste due 
operette tenere parola, per essermi giunta I una, mentre era verso 
il termine della stampa il mio scritto, l’altra negli ultimi giorni del 
Luglio ora caduto. 

Il primo lavoro è opera ilei Chiarissimo Dottor Argenti Pro¬ 
fessore di Matematiche nel K. Liceo Malici di Verona: opera e 
l’altro del Chiarissimo Dottore Carico De-Monlel uscito ora in luce 
nel fascicolo Giugno e Luglio dell’ accreditato periodico il Filocri- 
lico che si pubblica in Firenze. Il primo ha per titolo — Teoria 
della misura e della proporzionalità delle grandezze —suo scopo 
e la eliminazione del libro V di Euclide. — Im esposizione del 
libro V di Euclide — e il titolo del secondo : suo scopo è il ren¬ 
derne più chiaro e facile 1’ apprendimento. 

50. Ai poco intelligenti, c poco quindi avveduti, la comparsa 
di questi due opuscoli potrebbe far credere essere i loro autori 
d’ avviso potersi nelle scuole 1’ uso continuare dell’ Euclide, solo 
che il suo quinto libro venisse o (radiato, o modificato. 

51. -Ma che questa non sia la loro opinione, congetturarlo è 
ben facile. Che I’ Argenti sia intimamente convinto non essere gli 
Elementi di Euclide un testo adattu per le scuole io con certezza 
il ritengo. L’ acutezza del suo ingegno addimostratami nei giusti 
rilievi da lui fatti sugli errori del libro V mi fa con tutto il fon¬ 
damento opinare, che riconosciuto egli abbia i gravissimi difetti 
ormai resi nolorii degli altri libri pur anche. Ed una prova di fat¬ 
to debbe avergli pur dalo quel pessimo accoglimento, quel mal 
viso che alle proposizioni dei primi libri Euclidei fecero i miglio¬ 
ri dei 40 suoi Allievi, che antecedentemente aveano nei Ginnasi 
già apprese con la massima facilità le prime nozioni elementari di 
Geometria con altro metodo, giusta le norme degli Austriaci rego¬ 
lamenti. 
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j 2. Cile Euclide sin lesi» «dallo alle scuole neinmeuo il be- 
Munlcl può esserne pienamente persuaso. L' essersi indotto ad una 
novella esposizione ilei libro V ben appalesa, , | ie rii quella <J' Eii- 

' lida non è soddisfatto, li clic ... degli altri libri egli il sia. 

da varie espressioni delle suo lettore a me dirette con tutto il fon ¬ 
damento il deduco. Ma, abbandonata ogni congettura, a svolgere il 
tema che mi sono ora proposto io mi accingo, lid i lavori dei due 
distinti Matematici prendendo ni rivista, con quella liberta confiden- 
/.iale clic ispira una stima reciproca, prima all' Argenti, poscia al 
De-Montel con le seguenti due lettere le mie idee manifesto. 

Oli la fissisi ino Pro r. Algenti 

•i /. Ilo sommamente gradilo il dono poro fa pervenutomi della 
vuslra Teoria dello misurai- della proporzionalità delle grandes- 
* c - K n,i sono compiaciuto nel rimarcare, che voi pure (come molti 
altri) siete convenuto nelle mie idee esternate fin dal 1868 nel mio 
libro — Enelide e tu logico inaurale - elio cioè quanto vera è la pro¬ 
posizione, che in quattro termini proporzionali si reifica la pro¬ 
prietà «logli equimoltiplici. qualunque sia il numero pel quale que¬ 
sti siensi prodotti, falsa altrettanto è la sua reciproca, clic è la 
definizione quinta del V ; siccome chiaramente notate nella osser¬ 
vazione prima al § 7G, addurendo. per darne un' applicazione, il 
medesimo esempio da ine scolto delle due ragioni 2: J e 3:5. In¬ 
fatti avviene in esse, che se il 1° e 3° termine si moltiplicano per 
e», per IO, e il 2° e V u per 3, i quattro termini giusta la defini¬ 
zione Euclidea sono proporzionali; e giusta la definizione stessa in 
pari tempo proporzionali non sono, se il I" e 3 U si moltiplicano 
per es. per 16, e il 2° e f per !> (ai. Ed è perciò, che ivi in as¬ 
serii (pag. 73) che <t Iti definizione 5“ senso qualche benigna in¬ 
terpretazione ci porta ad una coni l'addizione t r quindi ad un 
assurdo, a E la benigna interpretazione consiste noi ritenere, che 
quattro termini possono dimostrarsi proporzionali quando si abbia 
certezza, che la nota proprietà degli equimoltiplici si verifichi, non 
già facendosi la moltiplicazione del I" e 3° per un solo numero 
qualunque a capriccio, o cosi del 2' 1 e 4°; ma per un numero qua¬ 
lunque, uiuno però tra i possibili escluso, ossia per ciascuno di essi, 
ossia sempre, qualunque tra i possibili venga scelto. 

oi. Dopo però che dichiarato avete anche voi al § 77. che 
« la reciproca proposizione del teorema II (ossia la definizione 5“ 
del V di Euclide ) non è vera nel senso generale » siete troppo 

(a) \ odi Purgotti — Euclide c la Logica naturale § SI pag. 74. 




□d U gc„tc ve , ,o . sostenitori di Euclide, quando poche linee dopo, 
'V,' proseguire :l diro che non ò vero, vi limitate a dire 

1,6 r ‘"J'X'Osn. K«t: e «t. Non: non. 

^nohre dimostrai «hj che la definizione s», anche benignamente 

mteipretata. i onie definizione nominale non serre amili-, 

porche da alla eguaglianza delle ragioni, ossia alla proporzione un 
s vilificalo tolto diverso da quello che lo stesso Euclide lo dò ueeli 
.•m.nc ,, i , de, leorem, del libro V e VI, cosicché questo significato 
. la definizione e, esprime é del lutto inapplicabile agli enunciati 
- ossi quando anche nella proporzione vi sieno termini incommen¬ 
surabili, giacché questa condizione, fP ho detto altra volta, e lo 
npo o, e Io noli bene dii ancora non ha letto Ivi,elide con quella 
flessione clic e necessaria) non altera affatto il significato della 
proporzidi.e. la quale anche nel caso della incommensurabilità e 
sempre I", eguaglianza di rapporti d, contenenza, c non già la 
noprieta «logli equimolliplici, la quale e tutt’allro che identica alla 
era propnrz'one iti Aggiungi pure, che se la definizione 5» si 

Sa rt 'ìi Tu ,Wini "°" 0 ' ,na dorema, d una sola cosa 

^ ,1 ! ! ^ *""*■*■•* « 'eggo con piacere, che 

pure io avete avvertilo, «lice,,,lo che .. no» a torto molli 

’ I" rilrnaom, per „„ , m , n EM 

« non dimostrato ». 

■ he di.tS 1 TI?" che 11 do Pi"'° significalo 

fi zit: V I fi C 1 ' dl ‘ Ul ’ al,a '■ uno nella de- 

, " , ' ' ■ '° " eS I emmM ' k,,,c P~P~Wo.il del V e VI 

che dimostrai' ?" *' |H ‘ r r " r caJor ‘ ! & inca " li «olla credenza, 
che dimostrati Siene que teoremi che realmente non lo sono Nella 

ll T i '"' ;,l ": u s fe" ific «° lavorila dalla mede¬ 
simezza lei segno applicalo a due idee diverse consiste la frode- 
proteggilo,i del libro V d' Kuc.ide studiatelo: e poi „ ga en che 
V. su, qui,fi, frode se vi da P animo, e a dir v'oro Sa im- 
P s,fide Che all occhio ili non pochi inavvertito abbia quest’in- 

S'iil", ! N " n cosi »** « - è accaduti. TLi 

1 la ni ' cessit; ‘ annunziale, che sc¬ 
ucilo r R S ' aW " ' ,10 ' 11 cor "l’ lcsso ,lel| e ' ostie teorie, debba 

ne l° stesso senso modificarsi ,a prima (ed aggiunger dovreste un- 

, Proposizione deI libro VI. E onesto senso è 

M'-cllo che naturalmente anche voi date alla parola ragione al tj 28 

ir ir: l : :hu :. inlesodaiui ^ di ■» ^L, 

« 1 l "" a ' c, < conosciuto anche voi indispensabile, ed al 


tb) Loco oiL p.ig. 83 










quale nou può certamente sostituirsi la proprietà degli cquunolti- 
plici se nou da chi legge e non medita, o meditando ha il dono 
felice di non accorgersi della sconnessione delle idee. 

;> 6 . Dopo lutti questi vostri,rilievi non basi» ini diciate alla 
pag. ì che <• le teorie ilei libro V anche benignamente interpre¬ 
ti tale riescono sempre (li oscura e difficile applicazione: » voi stes¬ 
so avete confessato che v' è di peggio: che cioè non è solo la oscurità 
e difficoltà dell’applicazione, ina in molte è la mancanza della dimostra¬ 
zione che le condanna. Quindi vi trovale obbligalo anche voi a mero 
ripetere quanto esposi ( I: iteli de e la l.ogiea naturale pag. 01 ) che 
« I la definizione i>" presa nel naturale significalo porla a con¬ 
traddizioni. Il lienignamente interpretalo r un erro teoremu, ma 
da Kuc,lille non dimostralo. Ili Dimostralo aurora che fosse, sa¬ 
rebbe ridicolezza il serrimene. » li ridicolezza somma, soggiungo, 
perchè, non polendosi dedurre la proporzionalità di quattro termini 
dalla nota proprietà dei loro equimolliplici, se non quando si abbia 
certezza, che questa proprietà si veri finali sempre, e non potendosi 
questa certozza avere, se non quando chiara alla mente già si offra 
quella proporzionalità, che si vorrebbe dagli equimolliplici dedurre, 
è ben evidente, che si vorrebbe far discendere pei conseguenza ciò 
che è principio, lo clic mentre eccita naturalmente alle risa, e 
manda in collera Marcello ($5 •">) giustifica lo scherzo che esposi 
(§ 22 ) e contro cui tanto piu si schiamazza quanto meno si è in 
grado di poter confutare le non superficiali c serie rillessioni di 
sommi ingegni, le quali allo scherzo mi hanno condotto. 

o7. Ma nel mentre stesso che io mi compiaccio nel ravvisare 
le vostre idee intorno ai dif ui del libro quinto di Euclide piena¬ 
mente conformi alle mie. quel desiderio il' altronde, clic dalla fan¬ 
ciullezza alla vecchiaja vivo si è sempre in me conservalo di pro¬ 
curare, che venga il più che sia possibile purgato I' insegnamento 
elementare delle Matematiche ila quelle inesattezze ed errori, che 
le deturpano ancora, mi eccita a farvi preghiera, perchè la rifles¬ 
sione rivolgiate sopra alcune espressioni della vostra teoria, le 
quali, se sono inesatte ed dionee, il sono non per colpa vostra, 
ma soltanto mercè quelle idee false, che succhiato avete nel primo 
scientifico alimento. 

08 . Voi distinguete al (.8 I ) del vostro lavoro quantità da 
grandezza, questa chiamando quantità allora solo che siavi appli¬ 
cato il gitaninm ; e va bene; poiché nelle grandezze spettanti alia 
estensione proprietà si hanno, che non hanno relazione alcuna 
col quantum, ossia col numero. Tal sarebbe per es. la proprietà, 
che ha la perpendicolare di oquidislare dagli estremi della retta 
nel cui mezzo essa c elevala. 
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89. Voi al 5 IO oli talliate numero I enuncialo del quante col¬ 
ti H è contentilo in I . cosicché anche per voi inclusa ò nel nu¬ 
mero l’idea del quante volle: ed è unito o misura la quantità II 
che ripetuta un dato numero di volle l'orma I. In seguito anche 
voi nel t) l.'t chiamate incommensurabili quelle tjrunitezze, clic non 
hanno in nessun modo una roiinine misura. » Ma dopo aver dato 
agli Allievi queste esatte nozioni, credete voi che disposizione ab- 
bian essi ad accogliere con soddisfazione le altre di seguito, che 
sono con queste in assoluto antagonismo ? li per es. quando al 
S 19 così ricoprimele ri restii a dire in quid modo siasi coi i- 
eenuto ili rappresentare hi misuro stessa allorquando .1 r II 
sono incommensurabili n allorquando cioè non hanno misura ? 
(iredete voi che gli Allievi facciano plauso alle vostre parole, al¬ 
lorché dite loro al ij 21 che chiamasi mi mero incommensura¬ 
bile o irrazionale il limili■ finito ilei numeri rrcsrrnti e decre¬ 
scenti « limite, che come bene avvertile al £ 3 non può da quelli 
essere mai raggiunto, per lo che non può mai essere esprimibile 
in numeri? Ma se questa grandezza non può esprimersi in nume¬ 
ri. perche la chiamale mi muro ? Credete forse di rettificare I espres¬ 
sione coll'aggiunta dell’epiteto irrazionale, che vi è in perfetta 
contraddizione? Erit errar pejor priore. 

GO. Voi potete rispondermi che ciò fallo avete sull* esempio di 
Classici antichi e moderili, c fra questi citarmi potete delle cele¬ 
brità modernissime, il Bertrand e il Duhamel, i quali di tali espres¬ 
sioni hanno fatto uso dopo di avere (per evitare almeno apparen¬ 
temente lo contraddizioni ) modificalo la definizione del numero, e 
dei limiti, affidandosi a ■ oneriti illusori intorno al rontiuuo, al discre¬ 
to, aH’infinito e all infinitesimo, come nella seguente cicalata vedre¬ 
mo. All’ acuto vostro ingegno intanto questo solo ceuno io credo 
bastante; ed è clic il modificar le definizioni già «late cd in uso è 
sempre in didascalica un grave difetto; e per soprappiii che le idee 
contraddittorie non modi/icuiio, ina distruggono. 

Gl. Quindi, allorché chiudete il § 21 con le parole « il nu¬ 
li mero irrazionale r uri calcolo un segno clic si adopera pei 
indicare la misura il' ima grandezza clic r incouiinioisurabilc 
con la sua unità io non approvo all'atto questo linguaggio. Voi, 
oltre alla contraddizione cui vi recano l'idea e del ninnerò, che in¬ 
chiede il quante mite, c dell irrazionale che lo esclude, dicendo 
poi, che questo numero irrazionale è un segno, confondete col 
segno la cosa che dal segno debbe essere rappresentala ; ed inol¬ 
tre la contraddizione poi confermate dicendo , che si adopera 
per indicar la misura tT una grandezza incommensurabile, ossia 




la uiisura il’ , llia grandezza, ohe misura non ha. Oh! meglio , 10 u 

, ' ,l ""- ,:h ? ,, °' 1 11 ” umei0 ' 11111 il simbolo irrazionale ,, es 

■mmV‘,1 U n?"° /' " 0d0iiera per indicare ,a 11011 ^islenza della 

ni ..!, d una gran,lezzi, incommensurabile, e in pari (erano è ,1 

Tmt, „7 r “ 1:1 .. ... .m- 

ML ‘l 1 l ,,u ’ ic 11,10 successivamente crescendo, e de- 
dire rht ° a , rC | S , ,,p|, ro. ssimu no al limite? E piuttosto che 
io il è -\ r ° llt0 " ,,Umer0 ' ,,,c fr ,|io non sarebbe il dire 
-•oramen! °i '""" K,n - ,na " una grandezza io¬ 
le mi l" "' l es « «piantili! variabili misurate, 

quali benissimo voi chiamate in line della pagina is misure 

ir n Tr w v", ,uiu ) ” ùp,wi °" i •■»••• «ondi. 

eseguire )7 r,< ' l " cdf ‘ , ' c,,ljoro Aversi sugli incommensurabili 
P ' m sembril ,,n inldligibilc linguaggio. |- p CrcJll . 
Mefcnre dump,e un agglutinamento di contraddizióni alla , udì, e 

^ 12^7 VCritó? 01,81 l, " h ' «» *"*•» Non altro 
di essi ni,'! r Ó i "'! 1,1 rr -' l “ l sanisi ri. riscuotendo 

„ , " na r, 1 ' ed,la 0 1111,1 ferma approvazione, giacché, C errore 
25 ;“ C0 ‘ ' b ' ,bl 'Citi,, non lia mai posseduto 

Settere. mp,,li (b ® bl comincia a rf- 

nel "" lr ó^""' llel lavoro, trovo che 

principio -il s s- . <l ' i rapporti- date benissimo 

dicendo .Ila 1 "r ? ' l ‘ l "" zi0 "‘‘> , lie della milione -la Euclide 
2 , T «* ^«bicrolc relazione 

u " r,lhW ..’ * .. «ver cosi 

• lagione in .genere, passato a distinguerne le due specie 

, ZJZtT""” " a ..mi» 

LI HV| 1 precetti di un ottima didascalica 

vd ,7 :zi rr' ™tri*7r da,,a ciiazionp ^ 

\' r n * 10 «M** opportunissimo c - 

V la 11 fi,r conoscere guanto il Geometra creduto logico per ec¬ 
cellenza, contro i piu elementari precetti di logica sit db rt to 

nicchio ! • '; ìde,,licn ^«nizmno e alluna nel 

r ha eolio I ' 0t< * p0Sl "’ ( ‘ ì ,emm " i» quello in cui Euclide 
I ha collocata, ne, preliminari cioè di quel suo libro \ i„ cui e- 

tST, “ 8 Par,a de,,C r8?i0niu per 'quoziente ; 

giacche non può esservi cosa peggiore che definire il «nere pe 
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l.i specie. Ivi «■ perciò che di questa definizione io palesai : Euclide 
<■ la logica umiliale pag. 6!») i gravi difetti c alla pag. 93 rou- 
c.hiusi con quell' intimo convincimento che ispira il possesso del 
vero, che mentre la logica naturale rettifica Ir definizioni, affili - 
'he ilio manifesti apparisenno gli assunti la logica ili cui fa 
uso hitcliile nel libro I (col togliere il guani e colle dalla defi¬ 
nizione delta ragione <■ gHindi della proporzione geometrica ) 
guasta e renile inrJeaffndenli Ir definizioni affinchè gli assurdi 
appariscano ceri. 

63. .Ma se relativamente alle definizioni della ragione in ge¬ 
nere e pni delle ragioni in ispecie si per differenza che per quo¬ 
ziente pienamente con voi io convengo, convenire non posso al¬ 
lorché in fino del 23 ci esponete che - tl risultalo ilei confronto 
nclln ragione gcOmelricn non c nè grandezza, ne gnaulila, aia 
un mimei'o msteaUo. 

Ivgli è questo mi errore che deriva dalle inesatte idee intorno 
alle distinzioni dei numeri. I.a maggior parte dei Matematici, e voi 
con essi, non avvertite essere con la massima impioprielà applicato 
1 epiteto di astrailo a que' numeri che sono destinati ad esprimere 
la ripetizione di una cosa. Essi e voi chiamate astratta il ,'i rotte 
il 7 colte per esempio al modo stesso del ’> e del 7 veri numeri 
astratti, che uniti insieme per es. diciamo dar I 2. K elio ai primi 
questo epiteto non compela, panni non diffidi cosa I’ intenderlo. 
I numeri astratti (abs-tradì) sono numeri tratti fuori dagli og¬ 
getti di qualsiasi natura, che prendiamo di mira staccati ila ogni 
specialità, ed assoggettiamo ad operazioni per trame dei risultati 
che poi a qualsivoglia particolare oggetto possiamo riferire. L 
tali appunto sono e il ,j e il 7, che riferiti a qualunque oggetto 
uniti insieme danno I?. Non cosi dir possiamo del !> eolie , del 7 
colle, c del gufinic colle in genere, clic sono i risultati del con¬ 
fronto geometrico. Essi sono numeri indicanti ripetizione i quali 
luti’ altro elio abs-tracti da diversi oggetti, alla idea di ripvtisione 
se ne stanno indissolubilmente aderenti, congeniti (con-creli) come 
polipi alla loro abitazione, sicché non possono ad altra idea rife¬ 
rirsi. Non può negarsi però, che non sieno quantità, subitochè 
numerano aneli’ essi gli alti di ripetizione. (blindi c che affine di 
non collocarli nella classe degli astraiti, c al tempo stesso conser¬ 
varli tra le quantità, sembrami clic giovi la distinzione che io do 
dei numeri indicanti oggetti, i quali essere possono o concreti od 
astraili, e ilei numeri indicanti ripetizione sempre concreti, posta 
la qual distinzione, una proprietà di essi, proprietà interessantissi¬ 
ma, salta subito agli occhi, ed è, che questi numeri indicanti ripe- 
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lizione sono essenzialmente ini fri ; giacche, so pur troppo si fra¬ 
zionano le volle dei palagi, non si frazionano le volle della ra¬ 
gione geometrica. Questa mia innovazione semplicissima portò molti 
di coloro, che dispregiano tutto^ció che non e a seconda delle 
vecchie loro abitùdini, a supporre, che le mie cognizioni, purtrop¬ 
po Limitatissime, lo fossero al punto da ignorare affatto le cosi 
dette moltiplicazioni e divisioni per frazioni, per irrazionali reali 
per immaginari, ec. ee. Portò però in pari tempo molli di que’dotti 
che apprezzare sanno le utili avvertenze (sia pure che derivino da 
abbietta sorgente) in un novello orizzonte - uso le stesse loro e- 
sprcssioni) nel quale relliticale appunto si veggono le idee relati¬ 
ve alle suddette operazioni, li voi spero che sarete in questo nu¬ 
mero; eil allora v’ indurrete a conchiudere, e.he il risultato del con¬ 
fronto, sì nelle ragioni aritmetiche o per differenza, clic nelle 
geometriche o per quoziente, e quantità. I'. pero quantità indicante 
oggetti nelle prime, il residuo cioè del termino maggiore cui è tol¬ 
to il minore: e quantità indicante ripetizione nelle seconde, consi¬ 
stendo sempro, e non consistendo in altro che nel quante 
volte il termine minore e contenuto nel maggiore. 

61. Questo concetto, che il numero indicante volte è essen¬ 
zialmente intero, concetto che non so se esser possa più confor¬ 
me a quella Logica la quale chiamasi anche senso comune, vi obbli¬ 
gherà a rettificare la definizione della operazione che chiamasi di¬ 
visione, a ben distinguervi, a tenore dei due diversi generi di pro¬ 
blemi a cui essa si presta, il quoziente dal quoto, a riconoscere che 
a differenza del quoto che può essere intero e frazionario, il quo¬ 
ziente, che e appunto il risultato, il valore del rapporto che rap¬ 
porto per quoziente si appella, e sempre intero; e quindi a far 
ben rilevare agli Allievi qual' e il vero quoziente in què casi tutti 
nei quali esso mentisce I’ aspetto di frazionario, c sono i seguenti. 

65. I. Caso di rapporto. Quando il termine elle dee contenere 
è numero intero maggiore, ma non multiplo del termine a conte¬ 
nersi, per cs. 3 sta in 11. 11 risultalo 4-1--/», che otteniamo, ci 
esprime che in li il 3 è contenuto 4 volte più due volte la sua 
terza parte e non già 4 volle e 2 / s di volta. 

66. 11. Caso di rapporto. Quando il termine che dee contenere 
è numero intero, ma minore del numero clic dovrebbe esservi con¬ 
tenuto. per es. 7 sta in 5. Il risultato è ma non è ^ il veto 
quoziente che non può a meno di essere espresso in numeri interi. 
Il vero quoziente è il 5; e il denominatore 7 ci avverte e della im¬ 
possibilità, che il 7 possa essere contenuto in 5 e in pari tempo 
della rettificazione fatta a questa richiesta impossibile, rettificazione 
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fh* mostia, che non il 7. ma la sua settima parte cioè 1. è crmte- 
mila cinque Tolte nel termine destinalo a contenere. e che è il li. 

67. IH. Caso di rapporto. Quando entrambi > termini sono 
frazionari ; per es. 2 / 3 sta in %\ Questo caso c : porta tosto a ri¬ 
flettere, che osservare non si può' quante volle una quantità • 
contenuta nell' altra, se le unità non sono della medesima specie; 
ond’ è elio, ridotte le trazioni al medesimo nome, la data* ricerca 
«onvertesi nel quante volle il **/.,, è contenuto in ossia nel 
quante Tolte il I i è contenute in lo, lo che ci reca a •*/** — ' -4- Va e 
e quindi ne porla a conchiudcrc, che nel 5 /t 3 */* * contenuto 
nna volta, più una volta la sua quattordicesima parte. 

68. Ho tolto quest’ ultimo esempio dalla pag. ?.’>l dell' Arit¬ 
metica di Bertrand tradotta dal Novi, verso la quale veggo che 
molto deferite, affine di farvi appunto conoscere gli errori, che nel- 
P esporre il rapporto tra questi due numeri egli commette, per non 
avere apprezzata la distinzione dei due diversi risultati, a cui P o- 
perazione della divisione ci reca secondo la qualità della ricerca 
che noi ci proponiamo, o del moltiplicando ossia del quoto, ov¬ 
vero del moltiplicatore ossia del quoziente, e quindi per noD avere 
avvertito, che mentre egli tratta di rappoito per quoziente, è il 
quoziente, e non il quoto, ciò che debbe dalla divisione ottenere ; 
e che perciò allorquando dice clic <• la frazione */» divisa per */ 8 

* dà per quoziente » dice il falso, dimentica che la ricerca 
del quante volto il ~/ 3 è contenuto nel */» ,,otl può dargli un ri¬ 
sultato che abbia frazioni nella sua espressione, e che perciò il , % x , 
che egli dà pel cercato valore del rapporto è un assurdo. Non ,i / lx 
di volta il "/ s , ma 151 volte , / i di */ 3 sta in */v- Ecco il rapporto. 
E quando, con l’intenzione di meglio chiarire le idee, trovandosi in 
uu falso sentiero, prosegue ad esporci « ciò cuoi dire che */, di 

* unità, (per cs. di motro) sono i , / t dei due terzi di unità » 
dice una verità, la quale però e fuori del seminato, perché il 4 */«a 
di unità, numero indicante oggetti, non ha che far nulla col quante 
rotte, cui solo tendono le nostre ricerche. Quindi allorché conchiu¬ 
de che « il rapporto della grandezza */» di unità alla grandezza 

* */s di unità è 4I /j* » lascia l’allievo in una profonda oscurità, 
perchè del ,5 /, 3 risultato che gli dà Bertrand e eh’ esser dee il 
quante colte, egli non sa formarsi veruna idea, e duopo è riposi 
tranquillo, uso la espressione di Rosmini, sul guanciale della 
magistrale autorità ; e in qnesto stato di beatitudine di credere di 
aver tutto senza aver nulla compreso egli trovasi mercè gli errori 
(parliamo con franchezza) mercé gli errori, che nelle sue spiega- 
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ztom Bertrand ha commesso per non riflettere intorno a quelle 
esatte idee relative alla divisione, che taluni, tanto più facili quanto 
meno idonei a criticare, più e più volte hanno dichiarato per mie 
sofìsticbeiic e sottigliezze. E chi ama ai segni annettere le idee, 
dalle mie accuse difenda Bertrand le gli basti l’animo. 

69. IV. Caso di rapporto.- Quando i due termini sono incom¬ 
mensurabili, per es. I sta in |/ 2. li rapporto non esiste, se non 
quando all immisurabile vicn sostituita una quantità commensura¬ 
bile prossimissima, sicché trascurabile ne sia la differenza; ed al¬ 
lora abbiamo convcrtito questo caso IV in uno degli antecedenti, 
in cui il quoziente, mentisce l’aspetto di numero frazionario, e di 
cui abbiamo già compreso il concetto. Non siamo più dunque al¬ 
lora nel caso degli incommensurabili, caso perciò nel quale 1’ am¬ 
mettere un rapporto ( siccome pur troppo si ammette da moltissimi, 
e voi siete tra questi ) la contraddizione non può essere più ma¬ 
nifesta. « A el caso in cui non liavci comune misura tra le quantità 
" è allora dice Bertrand (e voi lo seguite e ve ne dovete peni ire) 
« è allora che il rapporto dicesi incommensurabile : ed in vece io 
dico, è allora, che incommensurabili si dicono le quantità e non il 
rapporto, perchè il rapporto nianc'a, come notai nel primo fa¬ 
scicolo delle mie Cicalate alla pag. 22 e seguenti. Ma a ribattere 
obbiezioni addotte su questo proposito qui non mi trattengo, essendo 
a ciò appositamente diretta la prossima cicalata. 

70. L’ esposto intanto vi basti per invitarvi a riflettere, che le 
teorie di Bertrand lasciano spesso a desiderare la vera cognizione 
di ciò che si fa, e di ciò che si ottiene, aumentando talvolta le 
difficoltà non ad utile, ma a discapito della esattezza. E qui do fine 
alle critiohe mie osservazioni, nuli’ altro aggiungendo che la di¬ 
chiarazione dei motivi, che ad esporvele mi hanno condotto. 

71. Nel leggere il vostro lavoro mi compiacqui di vedervi e- 
ma nei palo dagli errori del libro V. di Euclide, nel quale vari di¬ 
stinti Matematici versano ancora, e quindi convenire intorno a quel 
libro nelle mie idee. Di qui il desiderio di vedervi emancipalo pur 
anche da altri errori ed inesattezze, le quali ad Euclide non si ri¬ 
feriscono, ma a quelle idee inesatte, che nella felice vostra mente 
furono inserite da un poco esatto insegnamento delle Matematiche 
elementari. Ecco lo scopo delle mie critiche avvertenze. Con tutta 
quella ingenuità, che mi è propria, senza I’ orpello di una affettata 
adulazione che le ingentilisca, le ho esposte; e voi saprete acco¬ 
glierle con quella gentilezza di cui siete fornito. È il solo orgo¬ 
glioso che monitoribus asper sdegna ogni avvertenza, la quale 
alle sue opinioni si opponga. La riflessione, che porre io vi prego 
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sulle mie osservazioni, vi porterà facilmente a riconoscervi qualche 
errore , ed in tal caso correggetemi pure, io vi sarò grato oltre mo¬ 
do. Alle medesime però potranno qualche schiarimento arrecare e 
le mie Lettere filosofiche, e i Segreti sull' arte di comunicare le 
idee, e I opuscolo Intorno agli errori che allignano ancora nei 
moderni corsi ili Matematica, che perciò vi dirigo, e prego aggra¬ 
dire. Sebbene sieno queste operette bisognose di molle correzioni, 
e di ben meschino valore, io spero che produrranno in voi, sicco¬ 
me produssero in molti altri distinti Matematici, il pieno convinci¬ 
mento, che la necessità di correggere i corsi elementari delle Ma¬ 
tematiche è tuli altro che un immaginaria utopia. A Berthevin 
colto giovine di moltissimo ingegno, che soddisfatto non rimaneva 
di alcune algebriche dimostrazioni si scrisse, che le difettose erano 
moltissime, ed essere perciò d* uopo clic sopra un piedistallo no¬ 
vello si dasse base al colosso delle matematiche discipline. Chi gli 
e lo scriveva era un Laplace ! Alla incipiente costruzione di que¬ 
sto piedistallo io non ho già 1' orgoglio di credere di aver contri¬ 
buito gran fatto; ma qualche pietra, sia pur rozza ed informe, ho 
recata pur io. Prossimo orinai all’ orlo del sepolcro, sedi portarne 
altre non sono piti in grado, fungar almeno vice cotis, eccitan¬ 
do voi ed altri del vostro calibro, forniti di forze ben superiori alle 
mie, eccitando al proseguimento di questo interessantissimo lavoro. 
C di stimolo potente vi sia quella ragguardevole sentenza di Bon- 
net, che demonstrer un crreur e’ est plus que decouvrir une vel ile. 

Gradite i sensi dell’ affettuosa mia stima 
Perugia 2 Agosto 1871. 

SEBASTIANO PURGOTTI 


Clii:ti-issisiino Sljf. D r . Eni-ieo De-Montel. 

72. Mi è pervenuta pochi giorni indietro la vostra Memoria 
— Esposizione del libro V di Euclide — novello attestato di 
quella stima, che voi al disopra degli scarsi miei meriti mi profes¬ 
sate. E fin dalla lettura dei primi periodi ho rilevato 1’ intimo con¬ 
vincimento in cui siete, che il libro V di Euclide non sia celta- 
mente un libro adatto a servire di testo. Questa vostia opinione 
con tutta cautela e delicatezza ci dimostrate, allorché alla pag. 30!) 
del fascicolo Vili e IN del Filocritico in cui è inserito il vostro 
lavoro, ci dite che « vi sono sembrate non del tutto inutili alcune 
pagine che oliim*ÌMMei*o la teoria d’ Euclide ». con le quali 
parole venite a confessarci, che è per lo meno oscura. Ed all' iu- 
traprendimenlo del vostro lavoro debbe certamente avervi indotto 
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la spiacevolissima supposizione che il ferreo giogo imposto ai Mae¬ 
stri di usare questo libro V per lesto della teorica delle proporzioni 
avesse ad essere permanente per qualche altro anno pur anche. 
Lo scopo perciò, cui sono stale.dirette le voslre fatiche, quale si 
è quello di chiarire delle oscurità, e cosi agevolare agli allievi l'ap¬ 
prendimento dei fondamentali principi della scienza, non poteva 
essere migliore. 

73. Ma rasserenatevi: la spiacevolissima vostra supposizione 
speriamo non si verificili. Che il ferreo giogo sia ancor duraturo 
non è presumibile al certo. Che 1’ introduzione dell' Euclide nelle 
scuole, e specialmente del suo libro V, 1’ effetto sia stato d’ una 
temporanea vertigine, che offuscò il sublime intelletto di due Ma¬ 
tematici distintissimi, niuno è ormai che lo ignori. La suscettibilità 
di errare è nei sommi pur anche. E qne medesimi, che 1’ uso di 
questo libro V consigliarono, io sono d’ avviso, che del preso ab¬ 
baglio sieno pienamente convinti, e pur anche a confessarlo dispo¬ 
sti, supponibile non essendo, che il ridicolo ostinarsi abbiano a 
preferire al prudente ricredersi. 

1,’ antilogica determinazione della introduzione dell' Euclide e 
specialmente del suo libro V nelle nostre scuole, non solo a me 
spiacque, cosicché indugio non frapposi, e vi pubblicai contro un 
libro di 136 pagine, il mio — Euclide e la Logica naturale — ; ma 
urtò ancora contro le convinzioni dei Professori i piii intelligenti; 
ed un grido di disapprovazione e di mal contento giunse alle so¬ 
glie del Ministero della pubblica istruzione, nè in damo. Io già 
ne previdi le conseguenze, e (in dal Maggio del 1870 annunciai le 
mie previsioni nel Giornale il Barelli, ivi esponendo che, sebbene 
spesso cwveniunt rebus nomina saepe suis, pure non sempre; e 
il Correnti Ministro della pubblica istruzione non corre. 
Con tutta ponderazione meditò egli sid quid agendum ; e risultato 
delle mature sue riflessioni fu quella circolare, la quale I’ ho detto 
già (§17) sommamente I' onora. Chiese egli ai Presidi e Profes¬ 
sori dei Licei il loro parere intorno ai metodi d’ insegnamento, e 
particolarmente intorno all’uso dell’ Euclide; e le risposte sono già 
ilate. Quale ne sarà stalo il concetto ? Lo dica in mia vece il chia¬ 
rissimo Generale C. SacherO. n Temerei, egli dice, di fare oltraggio 
al buon senso dei Presidi e Professori dei Licei col supporre, che 
essi non rispondano negativamente alla richiesta, se T insegna¬ 
mento della Geometria col metodo Euclideo dia buoni frutti. » 
('Giornale Cavour. Martedì 30 Maggio 1871). 

73. Ma per non nascondervi nulla in proposito, non tralascio 
di farvi consapevole che qualche Aristarco darmi vorrebbe ad i»- 
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tendere che naturalmente qualche pressione siasi esercitata in rari 
individui, la quale impedito abbia la \ibera espressione del proprio 
opinamento, di guisa che avvenuto sia che alcune delle ottenute 
risposte non si mostrino pienamente favorevoli alla esclusione del— 
1' Euclide. Mi si vorrebbe in somma dare ad intendere ( ripeterò le 
parole stesse a me dette) che « questa pressione siti siala il ti- 
« more ili perdere il favore di Cesare, di perdere il favore cioè 
« di chi si crede arere plenipotenziaria influenza sulle nomini 
■* nlle Catedrc, sull' uumrnlo degli stipendi, sulla larga dispensa 
« e degli ordini cavallereschi, e dei premi, ve, ec : o ma io nè 
debbo, nò voglio a ciò prestar fede. Lontano sempre dall'occupar¬ 
mi si di aerei, che di non aerei sospetti, estraneo sempre ad ogni 
quislione che debordi dal campo scientifico, dirò soltanto aver con¬ 
tezza ilelle risposte già date da vari Professori ili merito distintis¬ 
simo, che la gentilezza hanno avuto di comunicarmele, e di essere 
quindi nel pieno convincimento, che se pi il al peso clic al nu¬ 
mero dei voti vorrà aversi riguardo, Euclide è caduto. E se non 
vogliamo col famoso inglese Sylvester seppellirlo nel più profondo 
degli abissi, come per i danni arrecali all' insegnamento in que¬ 
st'ultimo triennio, lo meriterebbe l'edizione fiorentina del 1867-G8 
che ce lo ha riprodotto, senza nemmeno avello spoglialo dei gra¬ 
vissimi difetti del libro V, eliminare lo dobbiamo certamente tanto 
come libro di testo che come libro ausiliario dalle mani dei nostri 
Allievi. Cosi (ripeto quanto pochi giorni indietro scrivevano un 
chiarissimo Professore « cosi Eudide ripiglierà il suo onoralo 
posto nelle scansie delle biblioteche •> si, nelle scansie proprio de¬ 
stinate ai libri di Archeologia, come monumento storico d’ Uomo 
ammirabile sempie, imitabile mai. 

76. E come poter immaginare che non abbia ciò ad avvenire? 
Guardate a quanto intorno ad Euclide si pratica in Francia : guar¬ 
date a quanto intorno ad Euclide si manovra attualmente dai mi¬ 
gliori ingegni della gran Brettagna per totalmente climinailo dagli 
scientifici loro istituti : dirò meglio ( poiché per me le ragioni val¬ 
gono più degli esempi) ponderate i molivi che i primi manifestano 
per non doverne far uso. ed i motivi per i quali a Itili’ Uomo si 
adoperano i secondi per isvellerlo dalle loro scuole. E dopo questo 
esame opponetevi alle rnie idee, se il potrete. 

77. Con qual metodo s'insegna la Geometria in Francia? V'è 
in Francia istituto alcuno in cui si insegni la Geometria di Eucli¬ 
de? Ecco le richieste che sulla lìue del 18651 dirigevansi dal Chia¬ 
rissime Mr. Munii Inglese all' eminente Prof, di Matematiche Ch. 
Vaequanl in Francia, ed eccovi i brani i più interessanti dalla 
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sua risposta che io traggo da un opuscolo del Prof. 1. M. Wilson 
(c). « En ce qui concerne le tratte d’ Euclide il est bien crai que 
“ nous avons peiue à comprendre que vous a Ili’ z persistè iusqu' 
« ici à V emplojer pour V enseignement de la Geometrie èlémen- 
« taire. Pour nous, cet ouvrage est un superbe monument, pour 
“ le quel nous avons une rcspcclueuse admiration ; mais que nous 
“ lisons peu, et que nous ne songeons guère à mellre entre les 
“ matns de nos èléves. A nolre avis, l’ elude de la Geometrie 
« dans eet ouvrage n’ est ni facile, ni attragante, ni mente bien 
« pro/Huble pour les cometifauts. L ordrc des propositions ne 
« nous parali pus naturai; et nous le crogons difficile a relenir. Les 
• démonslralions trcs riyoureuses sans doute, nos semblent diffici¬ 
li les à suivre. Enoulre ait i: démonslralions qui prouecnl qu'un 
a fait est, parco qa il ne peut pas ne pas tire, nous préférons en 
« generai lés démonslralions qui c.rpliquenl le [ai! cale demonstra- 
« ni. qui en donneiti en quelque sorI In raison d’èlre ; el foni bien 
a ressorlir hi liaison aree les faits untérieurement coiinus (d). 

n Nolre enseigneinenl est surtout un enseignement orai. 
x Cltaque Professeur fait son eours au tableau sans s' astreindre 
« d suivre tei ou lei ameni-: les rlèees ep outent, prennent des no¬ 
li les, el etudient ensuilc cltez eu.r la lefons da professeur. Com- 
x me pour tous nos examens, nous aoons des programmes trcs 
a délaillès, lotts les cours, quoiqtte non idenliques, se rassemblent 
« beacoup. » 

78. Io quali condizioni, (chiedeva io pure sulla fine dell’ora scor¬ 
so Luglio al Chiarissimo Prof. I. M. Wilson) in quali condizioni tro¬ 
vasi in Inghilterra attualmente I’ insegnamento della Geometria ? 
Ed egli in data dell’ 8 Agosto corrente in questi termini mi rispon¬ 
de ■ Rispetto allo sialo presente ed ai prospelli futuri della Iti¬ 
li forma in Inghilterra, qui esiste ora una scelta Commissione di 
« Matematici, che considerano questo suggello per l’Associazione 
v Rritlanica. Questi non hanno ancora emesso il loro giudizio, 

» ma non dubito che questo sarà a favore di una riforma. 

u Vi è ancora una numerosa associazione di Professori e 
■' Maestri di Matematica per migliorare l'insegnamento della Geo- 
« metria nelle scuole che hanno deciso dopo il mio consiglio, di 

(cj A. Ledine ou injtliematic.il tirai Ili cg especially of Goomelrv 
giveu b\ reoquest m thè rovai rigli school, Edinburgh — 1870. 

td| Mi è di compiacenza il vedere che niuuo dei soprannotati di¬ 
fetti dal chiarissimo Vacquant accennati mi sta sfuggito allorché nel 
18ti8 delti in luce il mio libro — L’ Euclide e lu Logica naturale — 
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« convenire e formare un sgllabum • dettaglialo programma *di 
« istruzione geometrica. 

« Questo assicurerà un grado necessario d' uniformità nel 
« trattamento e lascierà gli scrittori ili Matematica liberi a far 
« uso del loro integro giudizio nello scrivere e produrre libri 
« per testo. Il programma sarà scelto o compilato fra quelli dati 
« dai Membri dell' Associazione ed altri, e sarà quindi' sotto- 
« messo alta suddetta commissione dell' Associazione Uritlanica. 

« Fari libri di lesto sono già stali prodotti e non ho dubbio 
« che l’uso d' Euclide per i istruzione Geometrica va ora dimi- 
« unendo in Inghilterra. 

I. M. WILSON. 

79. E se nella gran Brettagna, ove sino a questi ultimi anni 
Euclide è stato il libro di testo, 1’ uso di questo libro va a gran 
passi diminuendo, dovremo credere che prosegua ad usarsi in Ita¬ 
lia ? Si cerca di eliminare gli Elementi di Euclide in quella Nazione, 
in cui qualche notevole miglioramento vi si era pure introdotto fin 
dal 1703 per opera del successore del gran Newton, il celebre Wi- 
sthon, il quale servivasi dell' Euclide già modificato dal Tacquet e 
specialmente nel libro V, nel quale per maggiore chiarezza aggiunse 
anch’egli un eccellente Monilum ad Tgrones, si cerca di eliminare 
gli elementi di Euclide da quella Nazione, ove migliorati vieppiù 
essi furono nel 1756 per opera del Simson, e più recentemente 
mercè i lavori del Playfair; e non dovranno eliminarsi dai licei 
d’ Italia, ove 1’ uso ci si è imposto della edizione del 1867-68 nella 
quale ci ritorna Euclide col lacero vestito di oltre due mila anni 
indietro, e con tutti gli errori e tutte le superfluità del desta» 
t»ile libro V ? No : che ciò accada non è presumibile. 

80. Relativamente poi al'libro V, all' esame del quale mi ri¬ 
chiama il vostro lavoro, se detestabile ve 1’ ho dichiarato, non ne 
abbiate ribrezzo, io credo averne mille ragioni. E primieramente 
ritengo essere anche a vostra notizia 1’ opinione di alcuni eruditi, 
che e questo quinto libro e necessariamente porzione almeno del 
VI, parto di Euclide non sicno. Nel Dizionario di Montferrier 
trovo infatti queste parole « E dubbio, se questa importante e dif- 
« ficilc teoria del libro V appartenga ad Euclide. » Ed a credere 
che nou gli appartenga tanto più mi sento inclinato, quanto più mi 
fo a meditare sulla mancanza in questo libro di quell'esattezza, di 
quella Logica, di quell' acume d’ ingegno che in mezzo a molti di¬ 
fetti, spiccano (non può negarsi) nel rimanente degli stessi Ele¬ 
menti. Contro dunque 1' autore del libro V, e uon contro il sem¬ 
pre rispettabile Euclide (cui amo credere, che quel libro non ap- 
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partenga) P i« «n-e « ». 

lievi su qu.l Hbro a, -porre ; ' ^^ome Montferner 

la quinto definizione che ne < i - ■ ,. |>ar tito non trovo, 

e Duhamel ) persiste ancora in alcun , migb|^ ^ y , 

« he procedere per vie giuridic » e ' , | ( Rilg i 0 ne di¬ 
render conto del suo operato.nnnnz. alil - « ; onc n „_ 

«lascalica : quindi assumo io l'officio d, processante, 

terrogatorio. 0 autore del libro V, che signi- 

81. Dimanda I. Dimmi, o a i ^ ^ ^ ^ ;ja 

ficaio hanno le parole - ina <1""" _ ,>,■ onori tonali « ovve- 

. ».« *•. ,»Ur. JJ.--»» ■»“ ZT^on, ... .a- 

n ", '■ ’7 "“l, ohe io 1.0*0 io niolli annodali .«Ile « 

3 "•! ‘ J V ' VI . E veniamo «I «empi P» Ugtart. <«•! 

3S"- Ut.liS.Sri 

... * *» 

a”Te S nal. .IU» * m.t.i »■+ •/,. . *» W >”»“ * *' 

I. b... .1*1 «»•*>. <*• i""» * 

parle '■ 

quadrati 11 è contenuta nell’ aja dcl sC » n o cce q 
cosicché se ne può conch.udere p. j su0 q J r to 7 

6 AnlK casoTw.’ incommensurabili. JPreso il metro 

r^'dt.rtntlo A Sto’'»«" ° ,din3la d - 

perciò da 1/ - • » t i ( i e t diametro lungo4metri, 

.Ilo melinola d'altro ci.oolo elevala od /. Uri <!..«.« 5 

, perni, eepresaa ,1. 1/ 3. La .W» |WP»»»“ ' 

■» “ “ ;: r “ ; ifC'*. «•”* M* * » »“ A i* » , 

' c»n»»Ld~ noli. e.lr>.»"« 

•»r;»« «-• • «—.. 
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(nè potrebbe questa parte centesima esservi contenuta 23 volte) 
cosi 1’ aja A che prossimamente è metri q. 3 e decim. q. 87 è con¬ 
tenuta una volta, più 22 volte la sua centesima parte nell’aja B, 
che è metri q. 4,75 ? Si certamente : cosicché, per es. se il prezzo 
dell’aja A fosse L. 100, la esposta proporzione ci porta a conchiu- 
dere che L. 122 è il prezzo dell’aja B: tanto è falsa 1' idea di 
quella barriera di separazione, che porre si vorrebbe tra la Geo¬ 
metria e 1’ Aritmetica. 

83. Tu dunque non puoi a meuo di non convenire, che nelle 
proporzioni degli incommensurabili ancora 1’ oggetto delle nostre 
ricerche è sempre un rapporto di contenenza. Ed in vero l’indole 
dei problemi cambia forse natura, allorché, nello stesso enunciato 
loro, due termini della proporzione sono incommensurabili ? Nostra 
mente non rimane forse soddisfatta dei risultati di approssimazione 
ottenuti, che cioè tanto base in base, che aja in aja è contenuta 
una volta più 22 volte la sua centesima parte? E piuttosto che con¬ 
tentarsi di questo rapporto approssimativo, cambia fors’ ella pensiero, 
ripudia la cognizione di questo rapporto, ad ottenere la qual 
cognizione giusta 1' enunciato, si era unicamente, diretta ? Se 
consulti te stesso, puoi tu mai persuaderti, che nostra mente 
nel caso dell’incommensurabilità lasci l’idea del quante volte, e 
passi ad un’ altra osservazione, che non ci interessa per nulla, ad 
una osservazione del tutto estranea alla cognizione desiderata, ad 
una osservazione, la quale, appunto per la sua inutilità, non può 
a meno di non eccitarci alle risa? Puoi mai credere che, trattandosi di 
incommensurabili, noi piuttosto che convincerci esser aja prossi¬ 
mamente contenuta in aja, quante volte base in base, fossimo 
disposti in vece a convincerci, che 1' essere base A a base B come 
aja A ad aja B significhi, che qualora ci prendesse il destro di 
moltiplicare (ecco un operazione la quale non entra nè in ispazio 
nè in riga in ciò di che si tratta) qualora ci prendesse il destro 
di moltiplicare per qualsiasi numero le basi, e per qualsiasi altro 
numero le aje, sempre avvenire dehbe, che se in grazia della mol¬ 
tiplicazione il moltiplice della base A è divenuto o minore, o eguale, 
o maggiore del moltiplice della base B, cosi pure il moltiplice del— 
I' aja A è divenuto o minore, o eguale, o maggiore del moltiplice 
dell'aja B ? Io credo che tu invece ti aspetti da noi questa risposta: 
grazie della notizia, ina non è questo ciò che si cerca. E se questa 
osservazione non c’ interessa per nulla, che diritto hai tu di obbli¬ 
garci a sostituirla a quolla che si cerca ? Sia pure che dalla ora 
indicata proprietà possa trarsi per conseguenza la eguaglianza del 
quante colte il primo termine è contenuto nel secondo (o il con- 
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tiene) al quante volle il terzo è contenuto nel quarto ( o il.con¬ 
tiene), questa proporzione, che è la cosa c cercata e dedotta, non 
è a confondersi o a immedesimarsi con la cosa da cui può dedursi. 
Ora, se 1' eguagliarla di questi due'quante volle (sieno o no mi¬ 
surabili tutte e quattro le contemplate grandezze) è ciò che nei 
molti teoremi relativi alle proporzioni del V e VI libro unicamente 
ti propoui di dimostrare, è ben chiaro, e risulta di fatto tuo proprio, 
dall’ enunciato stesso dei tuoi teoremi, che da questo quante volte 
nella proporzione geometrica o per quoziente tu non puoi declinare. 

81. Dimanda IT. E so è cosi, spiegami un poco per 
qual motivo, mentre nei preliminari di tutti gli altri libri trovasi 
sempre una numerosa filza di definizioni, e tale, che se forse hav- 
venne taluna superflua, niuna certamente manca di quelle che vi 
hanno relazione, per qual motivo propriamente nel libro V una 
definizione, e precisamente la più interessante, la definizione cioè 
di quella ragione per quoziente, di cui continuamente tratti nel V 
e VI, si desidera in vano? Come mai di questa ragione ti riserbi 
a dar la definizione, (e la poni per XX) nel libro VII ? Qui latei 
anguis in herba. 

Alla tua risposta, che questa essenziale definizione abbi tu o- 
messa per dimenticanza io non credo. E se tu possa o no, giusti¬ 
ficare che ciò sia vero, ora il vedremo. 

85. Dimanda III. Perchè nel nicchio, ove collocare tu 
dovevi la definizione della ragione per quoziente, hai tu collocato 
la definizione della ragione in genere? Tu hai dunque commesso 
una sostituzione e non una ammissione, come volevi darci ad in¬ 
tendere. Se hai sostituito, tu hai sostituito col tuo perchè: per igno¬ 
ranza non già. Dar la definizione del genere in vece della specie a- 
dattabile alla ragione* per differenza pur anche, mentre dovevi spe¬ 
cificarci la ragione per quoziente, ella 6 una scempiaggine si ma¬ 
dornale, sì contraria ai precetti i più elementari della Logica, che 
non è compatibile con T acuto tuo ingegno. Qui non è più a dirsi, 
che latei anguis in herba. La sostituzione è fatta ad arte: T in¬ 
ganno è manifesto. 

86. Dimanda IV. Come va, che tu passi a definire la 
proporzione ossia 1’ eguaglianza di quelle ragioni che non hai vo¬ 
luto farci prima conoscere in che desse consistano ? Se ciò che 
esse sono ce lo appalesassi in questa circostanza, or che ti proponi di 
definire la loro eguaglianza, il non avercele definite prima sarebbe 
difetto di ordine semplicemente, e poco male sarebbe. Il male gra¬ 
vissimo si è pero che parlando della loro eguaglianza, non ce le 
definisci queste ragioni per ciò che esse sono giusta quel significato 
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che dai alle medesime allorché ne tratti : non dici consistere esse 
in un quante volle, come oguuno si sarebbe aspettato, perchè questo 
è appunto il senso, che tu dai alle ragioni nelle proposizioni IV 
per. es. VI. VII. Vili, IX ec. ec.; ma le fai in vece consistere in 
quella proprietà degli equimoltiplici, che abbiamo già condannato. 
Ora io ti chieggo per qual motivo tu nella tua famosa definizione 
V nascondi il quante volte affibbiando alla eguaglianza delle ragio¬ 
ni un significato tutto diverso ? 

87. Tu di rispondere ti vergogni ? Ebbene, ne farò inchiesta 
alla folta schiera dei tuoi Proseliti e Chiosatori che ti fanno coro¬ 
na ed ecco fra questi uno farmisi innanzi che netta e tonda fran¬ 
co mi dà tosto la risposta in tua vece: lo riconosco: è Cristofero 
Clavio. « Euclide, egli mi dice, c.ogilur confugere ad earum ( ma- 
gnitudinum ) aequimulliplicia, ut compleclatur omnes proporlio- 
nes magnitudi mini tam ralionales quam irrationalcs. Con quel 
« cogitur » ha per me parlato chiaro abbastanza : si è trovato co¬ 
stretto a fare ricorso agli equimoltiplici (vergognoso arzigogolo, 
che io da buon processante ho creduto giusto svelare) per far cre¬ 
dere suscettibili di ragioni e proporzioni anche quelle grandezze 
irrazionali, le quali Euclide prevedeva che si sarebbe conosciuto non 
potere essere di proporzioni suscettibili, se manifestato avesse, che 
la ragione consiste in un quante, volte. Senza questo stratagemma, 
Clavio viene a conchiudere, Euclide, (ed io amo dire 1 Autore del 
libro V) non vi sarebbe riuscito. 

88. Ah ! tu dunque o autore del libro V col duplice significato 
che dai alla ragione, col significato vero cioè che le dai nei teoremi, 
coll’ altro fittizio che le attribuisci nella definizione 5 a , scaltramente 
1’ uno all’ altro sostituendo, fai' credere dimostrate delle verità, che 
dimostrate non hai. La defiuizione 5 a è il tranello (confessalo fi¬ 
nalmente) è il tranello di cui ti sei servito per far cadere gli in¬ 
cauti. Col nascondere il quante volle, sostituendovi il fittizio signi¬ 
ficato della definizione 5", hai potuto far credere che le proporzioni 
nella estensione abbiano un quid diverso dalle numeriche, e così 
lo dirò con le parole del celebre Wilson (e) hai commesso « il 
gran difetto che ha partorita la sventurata conseguenza di sepa¬ 
rare la Geometria dall’ Aritmetica, hai saputo coll’ autorità del 
nome Euclideo allucinare Matematici anche distinti, recandoli a con¬ 
sigliare (ridete) che non venga deturpata la purezza della Geo¬ 
metria antica con esempi di proporzioni numeriche, contro i quali 
spropositi bene si scaglia Wilson, aggiungendo, poche lineo dopo 

(e) Giornale di Matematiche di Napoli Voi. VI pag. 365. 
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alle già riferite parole, questa verità incontrastabile che la propor¬ 
zione involve necessariamente le nozioni aritmetiche ; e ben si 
scaglia pure il chiarissimo Generale Celestino Sacbero, dicendovi 
(f) che « è evidente l'identità delle proporzioni numeriche (diche 
tratta Euclide nei libri Vii, Vili e IXì co» le nostre» cioè con le 
proporzioni geometriche o di quoziente, delle quali ragiona. 

89. Tu dunque, coll' avere all’ opportunità barattato il signifi¬ 
cato alle parole, sci reo di un imperdonabile inganno. E se con¬ 
tro questa conclusione fiscale non sorgeranno poderosi difensori, 
dirò meglio, poderose cliioso, quale abbia ad essere il te¬ 
nore della sentenza che rispetto al libro V si attende, è evidente. 
Senza una confutazione chiara, che ad uno ad uno di tulli gli attacchi 
trionfi, e perciò né troppo generica, nè versipelle, no, una sentenza 
favorevole al reo, vai quanto dire « il sic volo, sic iubco : slct prò 
ratione voluntas » non è presumibile ai uoslri giorni. 

90. Il processo fatto ad Euclide mi porla a qualche osserva¬ 
zione sulla vostra operetta. Voi le ponete per titolo — Identità della 
proporzione Euclidiana c della proporzione aritmetica (g). Ora 
questa identità è verissima, se per proporzione euclidiana s’inten¬ 
da proporzione giusta il significato che le dà Euclide in tutti gli 
enunciali delle pi oposiziou; del suo libro V e VI, nelle quali di pro¬ 
porzioni si tratti: non havvi poi ombra d'identità, se parlasi di 
proporzione giusta il significato che Euclide stesso le da nella sua 
definizione 3 a , tanto se I questa si riguardi per una vera definizione, 
quanto se II si riguardi per un teorema della di cui dimostrazione 
la proporzione per quoziente sia I’ oggetto. 

91. E I.° se si riguarda per una vera definizione, essendo in 
questa escluso il quante colle, è ben chiaro che la proporzione 
per quoziente quella clic costantemente e unicamente è presa di 
mira nei teoremi del libro V e VI. non può esserle identica. Lo¬ 
datori del libro V questa osservazione non vi sfugga. Egli è per¬ 
ciò che il principiante si trova costretto, spesse volte nel tener 
dietro ad una medesima tesi, dare alla propoizione ora uno ed ora 
un altro significato cioè il vero quante colte, allorché considera 
gli enunciati di molti teoremi euclidiani, il significato fittizio dato 
dalla definizione 5*, allorché nel processo dimostrativo dei mede- 

in Intorno all’ordinamento degli studi — Torino 1871. pag. 17. 

(gì Noti il principiante ebe sotto questo nome I’ autore iuteude 
nou la proporzione aritmetica, quale intendevasi dai nostri antichi, 
e che meglio suole ora denominarsi proporzione per differenza, ma 
parlare intende della proporzione per quoziente considerata nei nu- 
meri. 
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simi »edo questa definizione richiamata ; ed a questa non può di 
buon grada (clic anzi trova difficilissimo) I’ adattarsi. Quiudi lo 
veggiamo scoraggiarsi, voi dite per immaginarie, ed io dico per 
gravissime difficoltà. Gli agguati non hanno requisiti molto atti a 
guadagnarsi 1’ approvazione di quelli, ai quali sono tesi. 

92. Se poi II." la definizione 5 a si riguardi come un teorema 
( nel qual caso conviene clic nella prima linea del Capo II pag. 215 
alla parola dicesi abbiate la compiacenza di sostituire la parola di¬ 
mostrasi) è pure evidente che fra la proporzione numerica por quo¬ 
ziente e la definizione o* da cui la proporzione si vuol dedurre non 
v’ è identità, non potendo la conseguenza darsi identica alla ipo¬ 
tesi da cui deriva. Bene perciò vi esprimete, quando nella pag. 309 
rinunciando alla pretesa identità posta nel titolo, dite che « la de¬ 
li finizione o* rientra in lineila dell' eguaglianza di dite rappor¬ 
ti ti, e reciprocamente » poiché rionlranienlo non ò medesimezza, 
c bene si confà con la reciproca loro dipendenza. Nè vi si può 
concedere che usiate la parola identità, sia pure che adottiate il 
principio cosi detto d’ identità, che al principio di contraddizione 
— Idem non palesi simili esse et non esse — viene sostituito da 
Condillac; giacché quel principio c cosi detto, perché la proprietà 
dedotta si riconosce identica non già all’ insieme di quelle molte 
che abbraccia il soggetto complesso da cui si parte, ma ad una 
sola di esse che la deduzione ha resa evidente, mentre prima del 
ragionamento vi stava nascosta. Siccome poi, considerata la defini¬ 
zione 3 a come teorema, tutta la tela dei successivi giudizi per mezzo 
dei quali si giunge alla proporzione per quoziente, da Euclide non 
è nemmeno tracciata, cosi è ben chiaro, che anche in questo caso, 
se vediamo il principiante scoraggiarsi, ciò avviene non per imma¬ 
ginaria, come voi dite, ma per vera gravissima difficoltà, non po¬ 
tendosene in un teorema incontrare maggiore della totale mancan¬ 
za della dimostrazione. 

Non solo dunque la definizione a' 1 non è identica con la pro¬ 
porzione per quoziente; ma avendo anzi un ben diverso significato, 
è il mezzo di cui Euclide si serve per trarre in inganno. 

E se tale è il vergognoso ufficio cui la destina l'autore del li¬ 
bro V, e come è mai è accaduto che la definizione t> H abbia potuto 
essere lodata da sommi Scienziati e Montferrier, e Dubamcl e 
Todhunter ec ec ( § 2 ) ? 

94. Oh ! questi illusili scienziati in talo ingauno nou sarebbero 
certamente caduti, se circostanza data ad essi si fosse di dover 
seriamente meditare sul merito del libro V. Non essendosi però 
1’ occasione ad essi presentata di minutamente in tutto le sue parti 


/ 




- 46 - 

cribrarlo, 1' autorità del nome di Euclide gli ha sedotti, e gli ha 
recati a prodigare verso la definizione fi 8 del libro V (non funditus 
esaminato) quelli elogi, che io ho condannato, condanno, e tornerò 
a condannare, se sarà d’ uopo. 

95. La critca fatta al librò suddetto non può a meno di non 
riverberare in qualche parte sul vestro lavoro diretto a chiarirlo : ma 
nella vostra operetta ciò che io precipuamente prendo di mira è 
1' ottimo scopo, cui è stata diretta. Con essa dato mi avete voi un 
attestato gratissimo di quel lodevole impegno, che vi muovo ad 
appianare agli Allievi 1’ apprendimento delle basi fondamentali della 
scienza. Con ciò mi date contezza dell' alta stima in che teneto la 
sentenza del gran filosofo ed oratore di Alpino « Nisi fondamenta 
« fideli ter jeceris, quid quid superstruxeris corruet » e quanto in 
conseguenza a cuore vi stia che le prime nozioni delle scienze sie- 
uo con tutta esattezza e chiarezza enucleate agli Allievi. Quindi è 
che vedendovi fornito di si felici intenzioni fare a mono non posso 
di eccitarvi ad impiegare in questa santa impresa tutte le giovanili 
vostre forze, le quali potranno ben più di quello fu dato alle mie, 
che pure diressi al medesimo fino. Ed un tenuissimo saggio non 
dei buoni effetti, ma del buon volere eh’ io n'ebbi, e che insinuare 
iu voi pure io vorrei, amo ne abbiate in quelle operette che io vi 
prego aggradire e che vi dirigo non già con 1’ orgogliosa intenzio¬ 
ne di dettarvi lezioni, ma col desiderio, che la riflessione vostra vi 
dirigiate perchè, ( tutto ciò rigettando che accettevole non vi sem¬ 
bri ) facciate poi buon viso a quelle che utili vi sembreranno. Ed 
ho speranza che alcune ve ne sieno, perchè varie I approvazione 
hanno già riscossa di scienziati distintissimi, malgrado la disappro¬ 
vazione, che spesso hanno pure incontrato presso i nemici di ogni 
innovazione, e presso gli ostinati proteggiteli delle inveterate abi¬ 
tudini, avvezzi a sempre battezzare per sottigliezze e sofisticherie 
tutto ciò che non corre nelle vecchie rotaje c che anticipatamente 
ignorava la loro onniscienza. 

Ed insieme alle proteste della molta mia stima gradite i miei 
distinti saluti. 

Perugia 16 Agosto Ì87I. 


SEBASTIANO PURGOTTI 














OSSERVAZIONI 

Sull’ opuscolo del Ch. Prof. R. NI. Ricciarelli 
avente per titolo « V Euclide debbe essere ban¬ 
dito dalle Scuole classiche ». 

96. Nei primi del corrente Settembre altro opuscolo mi è per¬ 
venuto, che ha relazione ad Euclide, lavoro del Ch. Prof. Riccia¬ 
relli. Egli è perciò che anche le mie osservazioni intorno a questa 
operetta deggiono far parte delle mie cicalate, e quindi, nel modo 
stesso che ho praticato verso i Professori Argenti e De-Montel, pas¬ 
so ad esporre i miei rilievi nella seguente lettera diretta all’autore 

Chiarissimo Prof. Ricciarelli 
Perugia 16 Settembre 1871. 

97. Pochi giorni dopo che io ebbi inviato alla direzione della Ri¬ 
vista Urbinanto l’articolo « L’autore del libro V. degli Elementi Eu¬ 
clidei (h) citato al tribunale della ragione didascalica, che compi¬ 
lai, perchè appunto, il V quello a me sembra, che contenga i di¬ 
fetti i più gravi, e ad un tempo i meno avvertiti, nel quale e sono 
dimostrati vari assiomi, e non dimostrati vari teoremi, mi vidi fa¬ 
vorito del dono di un vostro libretto avente per titolo « L’ Euclide 
deve essere bandito dalle scuole classiche » tilolo che bene addi- 
mostra Voi convenire nella massima parte delle mie idee. 

98. La lettura però delle prime pagine mi fece tosto conoscere, 
che uno dei pochi punti, nei quali noi non siamo d’accordo, è intorno 
alla definizione 5 8 , dal libro V; giacché, mentre io la qualifico per de¬ 
testabile nel sopradetto mio articolo, voi nel vostro opuscolo la de¬ 
corate del pomposo tilolo di magnifica. Ma un poco di attenzione 
portata su i primi periodi mi rese accorto, che la difesa da voi pre¬ 
sa di quella definizione partiva da un errore in cui inavvertitamente 
eravate caduto ; ed a giustificazione del mio articolo subito innoltrai 
alla direzione del Giornale suddetto un’ appendice nella quale questo 
difetto non poteva essere taciuto. 

Nove giorni dopo mi vedo da Voi stesso diretta altra copia 
del medesimo libercolo da doversi sostituire alla antecedente a ca¬ 
gione di un errore di stampa, che trovai di fatto a penna corretto. 
E poiché da quelle espressioni appunto che furono cambiate parti¬ 
vano alcuni miei rilievi, questi a tenore della fatta correzione deb¬ 
bo ora modificare. 

(b) Così mi esprimo perché non è certo che ne sia Euclide l'autore. 
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99. Cominciando ad esaminare il vostro sviluppo (come vi pia¬ 
ce chiamarlo alla pagina 7), o interpretazione o dimostrazione (co¬ 
inè dite alla pagina IO) della definizione 5* del libro V, io trovo 
che voi date principio al vostro ragisnamento coll'esporre una con¬ 
dizione la quale, sfrondata del.superfluo, è la seguente: 

« Se prese quattro quantità a, I». <?, <!■ e moltiplicalo la I 
« e 3" per un qualsiasi numero in. e la 2“ e 4“ per qual- 
« siasi il, se avvenga che. in qualunque ilei possibili tre casi 
u l u di imi > ni», 2“ di ma < ni», 3° di ma = ni», 

« sempre si abbia : 

b |°... nifi > mi, 2”.. me < mi, 3° ... me = nel, » 
trovo cioè la stessissima condizione posta nella definizione 5 del 
V di Euclide tradotta in linguaggio algebrico; cosicché, rammen¬ 
tando che le deiinizioni nominali portano scritto in fronte il « Noli 
me tangere .» altro da voi aggiungere non dovevasi per chiudere il 
discorso, che compiere il sentimento sospeso col solo esporre, che 
quando due ragioni si trovano nella condizione ora enunciata, ad 
Euclide è piaciuto chiamarle eguali. Qui dovevate far punto; e non 
ulteriormente lambiccarvi il cervello in aeree supposizioni. 

100. Ma voi avete voluto progredire più in là del non plus 
ultra, ed urtando il capo nelle colonne di Ercole, la percussione 
ve lo ha per qualche ora, e precisamente per tutto il tempo che 
vi è occorso per Sviluppare, dimostrare, interpretare la suddetta 
definizione o a , ve lo ha sbalordito in modo, che più oltre progre¬ 
dendo, dopo r esposto, in questa interpretazione io non trovo che 
sconnessione di idee, tanto se leggo le pagine non corrette (che 
forse contenere potrebbero le priore idee venutevi iu mente) quan¬ 
to se quelle leggo nelle quali si è fatta la correzione. 

101. Nelle pagine non corrette trovo: 

a Posto I' che dall'essere (pag.7) ma, > iit»e 2° (pag. 8) ma <. ni» 

«risulti ..me, > mi m«<nd 

n dividendole con ordine si ha ma /me 11 /mi .... /me <£. fnd 
e questa deduzione nella sua generalità non è vera, perchè non di¬ 
scende da verun assioma o teorema; e d’uopo è riflettere che non 
tutto ciò che si verifica nelle eguaglianze può alle ineguaglianze 
applicarsi, cosicché in molti casi la pretesa maggioranza o mino¬ 
ranza non ha luogo, come è ben facile con particolari esempi ac¬ 
certarsene. Quindi niuna meraviglia, che il commesso errore abbia 
potuto condurre ad una interpretazione ben diversa dal significato 
chiarissimo che ha la definizione 3» di Euclide. Ma più trattenersi in 
questi rilievi non cale, avendo essi ogni importanza perduto dal 
momento che si riferiscono ad un errore di stampa ; cosicché que’ri- 
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lievi passo ad esporvi, ai quali mi ha recalo la correzione scritta. 

102. Nelle pagine corrette la correzione consiste nell'essere 
sostituita (pag. 7 linea 18 e pag. 8 linea 8J alle parole 

« dividendole con ordine si ha » 
la seguente espressione 

« e che dividendole con ordine si abbia » 
e chiaro da questo cambiamento apparisce, che ciò che prirfla era 
una deduzione, passa ad essere una condizione, per lo che avviene, 
che ne soffre alterazione la sintassi : ma non è ciò 1' oggetto che 
più m' interessa di farvi rimarcare. 

103. Voi porgete ai Matematici, mercè l’interpretazione che avete 
dato alla definizione 0“ del V, una notizia che si ignorava, ed è 
che Euclide ha voluto chiamare eguali non giù quelle ragioni, nelle 
quali si verifica soltanto, che gli equimoltiplici degli antecedenti si 
accordino nell’essere o 1“ maggiori, o 2° minori degli equimoltiplici 
dei rispettivi conseguenti, o 3° ad essi eguali, lo che è ciò che si 
è creduto fin qui ; ma che uguali quelle ragioni unicamente chia¬ 
mare ha voluto, in cui, oltre a quella 1 a condizione, se ne verifi¬ 
chi un’ altra. E questa 2 a condizione, che voi ci dite essere richiesta 
da Euclide ad oggetto che una ragione possa dirsi uguale ad un’al¬ 
tra, si è che, dopo essersi verificata la prima condizione, che cioè 

nel caso 1° di ma > al», e nel 2° di ma < nl>, 
si abbia sempre 

me >■ ad, .... me •< ntl, 
questa seconda pure si verifichi, cioè, che si abbia 

m %,r >"'%*, .... ma / m c< nh 'nd , 

donde 

°/c > %, .... °/c < b /d, 

e quindi 

a /b > c /d, .... a / b < Vrf, 
cosicché, iu grazia di questa seconda condizione, dalla eguaglianza 
della ragione a ad t> alla ragione e ad <1 è escluso il caso 
di %; = c /d ■ Con ciò ci fate dunque sapere che nel novero delle 
ragioni che Euclide chiama eguali egli esclude tutte quelle, che 
sono eguali realmente giusta il significato comune, ossia giusta quel 
significato, che dà egli stesso alla eguaglianza delle ragioni in tutti 
i teoremi, che alla detta definizione nel libro V e VI fanno seguito. 

■I01. Ma poiché, le parole con le quali Euclide espone la sua de¬ 
finizione nè esplicitamente, uè implicitamente contengono quella 
condizione \^vouda, che ha saputo trai vi la vostra chiaro-veggenza, 
dovremo ciecamente prestar fede alla vostra interpretazione, e sup¬ 
porre caduto Euclide in tale stravaganza e incoerenza ? No certa¬ 
mente. Euclide stesso apertamente co lo manifesta, allorché nel pio- 
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«esso delle dimostrazioni ilei teoremi spesso richiama e cita la (def. 
'i < * V) per dimostrare, che quando in quattro termiui quella defini¬ 
zione si verifica, le due ragioni sono non disegnali, come la seconda 
condizione da voi suggerita richiederebbe, ma eguali nel significato 
della vera proporzionalità. 

Conchiudo perciò 1 che le pagine non corretto ci 
danno una deduzione faina : Il le pagine corrette ci 
danno una condizione non solo non voluta, ma opposta alla voluta 
da Euclide: e III si le pagine non corrette che le 
pagine corrette ci mostrano ette voi date alla definizione 
5 a un significato tutto diverso da quello che Euclide le ha dato. 
Per la qual cosa fermo ed integro rimane sempre ciò che ho 
detto (§ 45) nelle mie cicalate: 1° che la definizione 5 a come 
vera definizione è del tutto estranea al significato dell'eguaglianza 
delle ragioni, quale è data nelle proposizioni del V e VI : 2° come 
teorema, è vero che vi si può dedurre la proporzione, ma ciò da 
Euclide non è dimostrato. Quindi gli addebiti, che da me a questa 
definizione sono dati, non sono in vermi lato dalle vostre difese 
attaccali, ed integro e non demolito rimane il piedistallo della 
opposizione Purgottiana. 

105. Io però vi stimo-j^ibastauza per non credere, che il preso 
abbaglio derivi da mancanza di cognizioni. Esso è l’efTetto di quel 
desiderio, sino ad un certo grado lodevole, che trasparisce nella 
pagina 6 a del vostro opuscolo di (non già contraddire alle verità, 
che sbocciano talvolta anche da pìccole menti ) ma di sostenere le 
opinioni dei sommi ingegni, allorché varie idee preconcette avva¬ 
lorate dalla autorità dei celebri nomi, ce le l'anno apparire per vere, 
sebbene non lo sieno, trattenendoci dallo squarciare quel velo, clic 
ci nasconde la loro erroneità, che quasi di scuoprir ne dispiace. 

106. Eccovi esposti i principali rilievi clic ho fatto su i vostri 
ragionamenti intorno alla definizione 5“ del V, c in difesa delle mie 
critiche contro la medesima esternate. Relativamente poi alle altro 
opposizioni da me fatte ad Euclide in vari miei libercoli e articoli 
inseriti in diversi periodici voi dite alla pagina 10 « clic sono più 
opposizioni di parole che di fatti » e contro questa assertiva, che 
per esser troppo generica non mi ó dato di confutare, mi limito a 
dire, elio ho la soddisfazione di conoscere, che I' opinione di molli 
dotti ò ben diversa dalla vostra. E quando poi mi soggiungete, che 
« io non sono mai venuto al concreto, che non ho preso ad esa¬ 
me qualche teorema con la rispettiva dimostrazione, facendone 
vedere il difetto di metodo ec » veggo elio con troppa facilità avete 
dimenticato quanto io esposi nella mia operetta ( Euclide e la Lo¬ 
gica naturale) dalla pagina 88 alla 92 sul teorema fondamentale 





delle equivalenze delle aje, ove sono riportate e la dimostrazione 
di Euclide, e la mia. Che se poi trattenuto uon mi sono in altri 
esempi a fare questo minutissimo dettaglio, ciò è avvenuto perdile 
ragioni : Iperché inio scopo principale quello è stato, siccome 
apertamente espressi tpag. Il loco citalo) di mostrarci principali 
e non bastantemente avvertiti difetti di Euclide nella teorica delle 
proporzioni : 2.“ perché, essendo queste parole dirette noti già ai 
principianti, ma ai conoscitori della scienza, io sono stato d’avviso 
che bastasse un breve cenno, una semplice indicazione dei difetti 
esistenti nelle definizioni, assiomi, postulati, problemi c teoremi, sic¬ 
come ho fatto della pag. 6 alla 9 ( loco citato), e veggo che sono 
stati del mio parere, e net modo stesso si sono condotti anche altri, 
che contemporaneamente, o dopo di me, hanno scritto sullo stesso 
proposito. Cosi ha fatto il celebre Wilson, il quale scriveva ad og¬ 
getto che fosse bandito l’Euclide dalle scuole inglesi nel tempo 
stesso che io scriveva contro l'introduzione che se ne facea nelle 
scuole italiane ; A particolari e minuti dettagli egli non scende, 
siccome osserviamo uella sua memoria letta alla Società Matematica 
di Londra nel Settembre 1868 ; e cosi farsi debbe, quando non a 
principianti, ma agli scienziati la parola è diretta. Cosi pure il 
medesimo si è diportato m quella eccellente allocuzione letta il 22 
Gennaio alla riunione dei Professori di Matematica nell’Università di 
Edimburgo : cosi pure il eli. Pi of. Cappato nei suoi Giudizi sugli 
elementi di Euclide che precedono la 2 a edizione dei pregevoli 
suoi elementi di Geometria editi nel 1870. 

107. Fatte le mie discolpe, proseguendo nell'esame del vostro li¬ 
bro, io approvo pienamente il triplice riparto della vostra censura e 
intorno alla disposizione dei teoremi, e 2“ intorno al modo di di¬ 
mostrarli e 3° intorno alle relazioni della Geometria d’Euclide con 
lo stato attuale della scienza. E senza entrare in minuti dettagli 
nello sviluppo da voi dato alle riflessioni in proposito, mi limito 
soltanto a dirvi che verso Euclide vi siete dimostrato talvolta se¬ 
vero e talvolta ingiusto nell’articolo 2’. 

108. Per es. trovo prolissa, tro\ o difficilissima ad esser appresa da¬ 
gli A Uievi dopo sole lino lezioni di Geometria, quante secondo l’ordi¬ 
ne dei suoi elementi si richiederebbero, la proposizione 5“ del libro 1, 
ma non vi trovo sconnessione di idee), come voi asserite alla pag. 12. 

100. Riguardo al teorema che dimostra essere isodigonio il triango¬ 
lo isoscele, Euclide non potea profittare, come voi fate, della cognizione, 
che la somma degli angoli d’uno è uguale alla somma degli angoli 
di qualunque altro triangolo, perchè giusta l’ordine dato ai suoi Ele¬ 
menti questa verità non era possibile che fosse data in antecedenza 
per servire di anello cui annettere la proposizione a dimostrarsi. 








III). Cosi pure i teoremi relativi alle parallele, essendosi per 
una sistemazione difettosa posti in lino del libro I, Euclide non 
potè esporre lo proposizioni Ili 11 e I7 a con quella brevità con cui 
lare avrebbe potuto, se del parnllblismo avesse trattalo in antece¬ 
denza. Oneste prolissità sono dunque necessaria conseguenza più 
del difetto di disposizione delle materie, die del modo col quale, 
adottata che una volta siasi la difettosa disposizione, vengono di¬ 
mostrali i teoremi : nè è raro in questo ramo di critica prendere 
abbagli ; poiché per mezzo di astrazioni conviene collocarsi in un 
oiizzonto diverso da quello in cui per abitudine ci troviamo; nè 
ciò è la piti facile cosa del mondo. 

III. Queste ultime mie riflessioni tendono a scemare un poco 
la gravila dei difetti attribuiti ad Euclide. Ciò nuli' ostante però 
convengo pienamente con quanto dite alla pagina 24, che « la 
Geometria ri'Euclide è un pessimo lesto per le scuole, e che chi 
intendesse farne uso, darebbe prora d’aver perduto il ben dei- 
li ni riletto s per lo che poi conchiudo, che non fu un semplice nini 
inteso, come voi dite (pag. 32) ma, per servirmi della vostra frase 
medesima, fu una momentanea perdita del ben dell'intelletto, ossia 
una vera vertigine, come ho detto altre volte, quella dei due illu¬ 
stri Matematici che Io riprodussero. 

Questo errore pero ninna detrazione arreca a quella generale 
alta stima che acquistata essi hanno, se non per titoli di didattica, cer¬ 
tamente per molti splendidi lavori in magmatica sublime. E con 
questa dichiarazione mi piace dar termine ai miei ridessi. 

OSSERYAZIOZl 

Sull’opuscolo -Concetto delle quantità irrazionali. 

H2. Intorno a quest’altra vostra operetta avea divisato poche 
riflessioni esternarvi dopo 1' ultima di queste mie Cicalate, che è 
già in corso di stampa, perchè in essa troverete le principali, de¬ 
stinata essendo a dileguare vari dubbi propostimi da matematici 
distintissimi intorno alla proporzionalità degli irrazionali e alle idee 
dell’infinito e dell’infinitesimo, materie che hanno molta relazione 
al vostro Concetto. Ma giacché mi si è ora offerta I’ occasione di 
scrivervi intorno all' Euclide, anche intorno a quest' altra operetta 
qualche osservazione passo ad esporvi. 

113. E innanzi tutto mi fo a ringraziarvi del dono, e di quelle gen¬ 
tili espressioni, con le quali alle pagine 2, 18, 52, stima mi addimo¬ 
strate ben superiore ai miei meriti mercè quell’affezione verso di me 
concepita fin da quando mi eravate discepolo, e discepolo tra i migliori. 




Nel tempo stesso però, clip bontà di iiniino ri eccita a col¬ 
marmi rii lodi, voi siete il disgraziato di fiumi mare, giacché ben 
altra è l'impressione, clic la vostra operetta produce nell'animo dei 
lettori, che da essa prendono cognizione della povera mia persona. 

Voi mi date il lilolo di chiarissimo ; c poiché nei precetti sullo 
scrivere lettere Familiari è prescritto che lo si dia ai Professori, 
qualunque sia il grado ilei loro merito, il vedere affibbiatomi que¬ 
sto titolo la prima volla che mi nominale, non può fare sinistra 
impressione a veruno. Ma il vederlo ripetuto nove volte in un' o- 
peretta di 24 pagino in sedicesimo, nelle quali la qualifica pure 
mi regalate di Professore illustre, distinlissimo, insigne, e spe¬ 
cialmente in que’squarci, nei quali voi siete d’avviso, che io abbia 
commesso errori madornali, tult’altro effetto pioduce di quello che 
avete avuto in animo di produrre Se vi fate a riflettere sulle idee 
che v’è usauza di annettere al Ire volle hnono. ben vi avvedrete, 
che voi col nove volle chiarissimo, in vece di elevarmi a cielo, mi 
cacciate nel profondo degli abissi, ove nullus orcio, seri sempilernus 
horror inhabitat. Ma lasciamo lo scherzo, ed entriamo in materia. 

•18. Ad appoggio delle vostre vedute voi in una luDga nota 
alla pag. 3 idee ci esponete uniformi tutte alla filosofia di Wronski, 
e riguardate come verità inconcussa la distinzione che egli fa di 
una l a facoltà l’intsndiwiento, che si esercita sugli oggetti sensibili, 
dà una 2 a facoltà la ragione, superiore all’intendimento, che si e- 
scrcita sui concetti di questo, e di una 3 a facoltà intermediaria, il 
giudizio, che neutralizza entrambe, o ascendendo dalla \ a alla 
2 a , o viceversa discendendo dalla 2“ facoltà alla 1 a . Io d'altronde 
sono molto lontano dalfapprovarla. Mi riconosco senziente,pensante, 
e volente, ma distinguere nella mia facoltà del pensiero una 
forza superiore la ragione da ùoa forza inferiore 1’ intendimento 
non mi garbeggia. Questa ragione II ronschiann sarebbe mai uo 
quid simile alla definizione o" di Euclide, un tranello cioè per farvi 
cadere gli incauti? Dimoslrarvolo io mi propongo nella accenna¬ 
tavi cicalata. Wronski è sublimissimo ingegno ; e meritano ogni 
disprezzo coloro, che ce lo dichiararono per un pazzo. Ciò però non 
toglie che relativamente ad alcuni squarci delle sue opere possa 
applicarsi il detto del Perlicari « taluno trovarsi che qualche volta 
non è inteso da lui rhe scrive, ed c lodato da chi non /.'intende. >■ 
In questa mia lettera io mi limito a soltanto notarvi le principali 
inesattezze e contraddizioni alle quali vi ha la sua dottrina recato. 

19. Delle contraddizioni eccone una subito (pag. 2) « Io sono 
ben lungi dal credere, che si dieno quantità, dalle quali non si possa 
la radice, estrarre, se unii in allo almeno in potenza ». 

In questa non troppo febeo espressione panni potar rilevare 





che voi ammellctt) la estrazione di radice non in attualità, uni ili po¬ 
tenza. Ora se rilleilnsi clic* estrarre la radice 6 un operare ; ed ope¬ 
rare è un tradurre la potenza all'alto, panni che la pretensione di 
estrarre, ma noti in atto, e perciò senza uscire dalla facoltà di agire, 
cioè dalla potenza, sia pretensione e di estrarre e di non estrarre 
nel medesimo tempo ; n oro potrà intendere eri eseguile la mpione 
IVronskiana, ma non lo su concepire il mio intendimento. 

Applico una consimile osservazione alle parole che trovo alla 
pagina 6 « che In radice di qualunque numero, se non in alto, 
in potenza è razionale », Ed in vero ciò che in atto non può es¬ 
sere razionale giammai, come può esserlo iu potenza, sé essere 
in potenza altro non significa che poter essere in atto ? 

Ufi. Nella nota (pag. 20) mi dite « Con lo stesso processo 
« logico. con cui il Chimico argomenta la esistenza dell’ atomo, 
a il Matematico dimostra l'esistenza di |/2 » E piu oltre in gra¬ 
zia di questo falsò vostre aigomenlo, soggiungete « questo Sig. 
« Professore (Purgolti) a mio credere, ha confuso la proposi¬ 
ti zionc — non potersi avere — con l’altra — non 
« potere esistere — Ed io potrei ribattere in questi ter¬ 
mini lo vostre assertive. Furgoni non ha confuso nulla. Questo 
Sig. Prof. Ricciarelli a mio credere, confonde un processo logico 
con un altro. Egli e nella illusione, che Purgolti sostenga que¬ 
sto entimema falsissimo — Ciò non può ottenersi : dunque non 
esiste. E non si avvede, che I’ entimema verissimo che Purgotti 
sostiene è il seguente, che parmi differisca un poco dall’ altro — 
Ciò non esiste: dunque non può ottenersi : L’atomo esiste; e Fi¬ 
sica e Metafisica Io attestano : altrimenti avremmo composti, cioè 
componenti uniti insieme, senza componenti. E, se è certo che 
l’atomo esisto : dunque negare 1’esistenza all' atomo, perchè non 
può ottenersi, è un assurdo. D'altronde l'irrazionale, per es. j/ 2, 
non esiste; ed è la Matematica stessa, che, malgrado gli sforzi 
della ragione II 'ronsltiana, lo dimostra : dunque affermare che 
i/' 2 esista in potenza è un assurdo, è un dire parole senza si¬ 
gnificato. E badate bene a hoii cader qui nell' inganno di molti : 
riflettete cioè che per [/ 2 non s’intende per es. la linea ipotc¬ 
nusa, s’iotcnde il numero che dovrebbe esprimerla, giacché tale è 
il significato della parola radice ; e questo numero non esiste. 

UT. E proseguendo a riflettere su quanto intorno al [/ 2 ci 
esponete, io, allorché trovo ( pag. 6) « chela irrazionalità del (/ 2 
viene tolta dalla potenza indefinita dellaragione, » e (pag. 9 ) « che 
ciò che non può ottenersi con i mezzi ordinari si ottiene con 
tu potenza dello ragione » io ammiro in questa sublime facoltà distinta 
dall'intemlimento una potenza veramente magica! É però una vera 






disgrazia, che por lo più essa lavori di soppiallo, lasciando sem¬ 
pre nel lnijo sul come essa opera, quel povero nostro infendimenfo, 
che è da lei dipendente. Il non render conto di nulla a questo 
suo collega, sia pure inferiore quaulo si voglia, è nu dispotismo 
non molto plausibile. 

118. E forse anche voi, riflettendo che gli irrazionali non ci 
si offrono che sotto foggie indicative (pag. 7) ed indicative (io ag¬ 
giungo) della impossibilità della esistenza del numero che si vor¬ 
rebbe, dee esservi balenato in mente qualche dubbio sulla turo esisten¬ 
za. E questo dubbio debbe in voi aver preso maggior possesso, os¬ 
servando che non possono assoggettarsi gli irrazionali che a puro 
calcolo algebrico, che li trasforma da foggie indicative, come ben 
dite, di operazioni complicate ad indicazioni di altre che il sono 
meno, ma sempre ad indicazioni, nel che consiste appunto il cal¬ 
colo dei radicali. Veggo infatti che siete stalo tentato (pag. 10) a 
concederci che [/ 2 non esiste, e vi siete lascialo uscir di bocca 
ancora che « vuoisi fare sul 2 una operazione impossibile, » ma 
poi subitamente pentito di queste buone ispirazioni, passate a 
supporla eseguita, dicendoci dopo tre linee, che « sottoponendo 
« quel numero ad un’altra operazione alta a distruggere la pri- 
« ma (distruggere una operazione che è stato impossibile 1' ese- 
« guire! ! ) il numero riotterrù In sua esistenza, e tornerà od 
« esser 2. » 

119. Ma giacché l’oracolo della ragione Wronsliiana ci obbliga 
ad ammettere una operazione (che voi stesso, prima di con¬ 
sultarlo, ci dite impossibile) una operazione, con la quale ottenete 
un risultato, (che reale esser debbe, subito che ammettete potervi 
eseguire un' operazione inversa,, che vi dà un risultato effettivo, 
quale è il 2) e perchè, io chieggo, perchè non volete usare la 
cortesia di dimostrarcene i processi ? Intendo bene, che saranno 
ben lunghi e laboriosi ; ma noi procureremo di vincere ogni diffi¬ 
coltà per appagare il desiderio di apprenderli, desiderio che viene 
aumentato dal riflesso che deggiono essere ben diversi dai nostri. 
I processi nostri sono sempre incompiuti, perchè il nostro inten¬ 
dimento immagina poterli protrarre sempre più oltre, vieppiù av¬ 
vicinandosi al limite clic l’Algebra gli insegna di non poter mai 
raggiungere: i processi vostri sono compiliti, perché in grazia della 
vostra magica ragione, voi immaginale « protratta V operazione 
(pag. 5) sino all’estremo limite del finito » a cui 1' Algebra ci 
prova, come ora abbiamo detto, che non si giunge mai. 

120. Tulle quesle contraddizioni, che in copia ci avete schic¬ 
cherate, non potrebbero evitarsi ? Non sarebbe meglio l’esprimersi 
nei seguenti termini? Se esistesse un numero di misure esprimente 





la diagonali del quadralo, numero indicato dalla (/ 2, questo nu¬ 
mero ripetuto tante volte quante fossero le sue unita, sarebbe e- 
guale a 2. Ecco il significato di \, t Xk 2 = -• Non esistendo 
questo numero, noi ci contentiamo di trovare radici non approssi¬ 
mative, ma vere, che elevatg alla 2“ potenza ci danno quadiati, i 
quali quanto più ne piace si approssimano a 2. Comprendo bene, 
che voi qui meco non converrete, perchè le mie eguaglianze con¬ 
dizionali, le quali mostrano la necessità di contentarsi delle ap¬ 
prossimazioni, sono per voi « un ridicolo ritrovo (pag. 8) per le 
scienze esatte ». Eppure agli allievi piace più quest’umile linguag¬ 
gio della verità, che certi trotti, che appariscono sublimi ma posti 
a severo esame seminati si trovano di espressioni contradditorie. 

121. Voi inoltre (chiamata L) la diagonale del quadralo) asse¬ 
rite (pag. 10) « che se 1) ■= |/ 2 a certe menti invesligatrici 
« desse luogo a gualche dubbio, ciò debbe attribuirsi alta confu¬ 
ti sione falla dai Matematici dell'idea di equivalenza con l'idea 
a di eguaglianza » ed io al contrario, mentre dichiaro, che 1’ in¬ 
troduzione nella scienza del vocabolo equivalenza fatta da Legeu- 
dre è stata utilissima, dichiaro pure esser falsissimo, che la distin¬ 
zione della equivalenza dall'eguaglianza porti qualche schiarimento, 
e tolga qualche dubbio che avere si potesse sulla D = (/ 2. Chi 
qualche lume vi reca (e in mio favore) è il rillesso, che in geometria 
ogni 2“ potenza è quadralo, nou ogni quadrato, (per es. quello 
della ipotenusa del triangolo rettangolo isoscele, che è 2) è po¬ 
tenza 2 a . Del rimanente rifulse pure alla mia mente, come rifulse 
alla vostra, la distinzione tra equivalenza ed eguaglianza; ma que¬ 
sto fulgore, dovete convenirne, luce alcuna non sparge sulla no¬ 
stra questione. 0 si dica, parlando esattamente, che il teorema di 
Pitagora è teorema di equivalenza, o meno esattamente parlando 
si dica teorema di eguaglianza, come inavvertentomente talvolta a 
me, c talvolta è sfuggito di bocca anche a voi, cd in questo stesso 
opuscoletlo in cui ne rimarcate I’ inesattezza (pag. 22), ciò nulla 
iufluisce nè per fare in voi dimettere la credenza che l’irrazionale j/ 2 
sia idealmente razionale ed esistente (pag. 6) nè per fare in me 
dimettere la credenza, che sia il simbolo della impossibilità di un 
numero che ci«vi’el»l»e (ecco la condizione per voi ridicola) 
produrre il 2, ma (ed ecco la verità che voi negate) non lo 
produce. 

<22. Riguardo poi al grave discapito dello scienza (pag. 11) 
ulte funeste conseguenze per la scienza (pag. 13), che voi credete 
derivare dal mio non concedere esistenza reale agli irrazionali, io 
mi riporlo alla prossima cicalata, delia quale uno degli interes¬ 
santi oggetti quello sarà appunto di mostrare, come cqn la 
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inesistenza degli irrazionali lutto si concilino le geometriche teorie. 
Qui mi limito a soltanto esprimervi la meraviglia che io provo in 
vedere voi, che avete assistito alle mie lezioni, professare quelle 
teoriche che mi manifestate nelle pagine 13, 14, 15. E per brevità 
io delle formole, su cui ragionate, l'ultima prendo di mira, tome 
la più complicata, e perciò quella che voi crederete meno facile a 
porsi d'accordo con i miei principi, quella cioè che (pag. 14) espri- 
me il raggio della sfera in l'unzione del suo volume. Relativamente 
ad essa voi dite che « secondo le teorie del Purgo!ti, i* dovrebbe 

« esprimere un volume . mentre apparisce cliia- 

« ro come il sole, che in quella formolo r ci esprime 
« il raggio della sfera, senza aver d'uopo di alcuna avvertenza. 

123. E l’avvertenza io sostengo che è necessaria per chi ama 
annettere ai segni le idee. Nella prossima cicalata io prenderò ap¬ 
positamente ad esempio la formola del raggio della sfera, ed ho 
certezza di dimostrarvi, che mentre r esprime il raggio, ap¬ 
parisce chiaro come il sole, che questo r ( numero dei metri li¬ 
neari del raggio) non è desso (come apparentemente indica la for¬ 
mola) la cosa che è uguale al 2° membro, ma eguale al 2° mem¬ 
bro è appunto un volume, da cui si deduce la cognizione di r. 
E voi, e molti e molti, che come voi lo reputano incredibile, se 
non vorrete chiudere gli oechi al sole, vi troverete obbligati a 
convenirne. 

124. Finalmente prendendo voi in rivista le mie idee intorno 
alla moltiplicazione, dichiarate « essere stato Purgotti il primo a 
« sostenere, che il moltiplicatore non potea essere frazionario 
« (pag. 17); ma si contraddiceva dicendo, che moltiplicare per fra- 
« zione significa prendere una frazione d' una data quantità. » 
Questa contraddizione però, per quanto io faccia esame di co¬ 
scienza, non trovo. E che? Ammetto forse un moltiplicatore fra¬ 
zionario (che ho dichiarato e dichiaro impossibile) quando dico, 
che moltiplicare a per % è prendere due terzi di a, lo che vai 
quanto dire, prendere il terzo di a, e ripeterlo due 
volte? Il moltiplicatore 2 forse nelle vostre teoriche non è più 
un intero? 

125. In quanto alla moltiplicazione per irrazionali, voi opi¬ 
nate che dessa sia una moltiplicazione legittima (pag. 18) seguita 
da una estrazione di radice ; ma perchè io possa accordarvi che 
sia legittima, conviene che mi facciate conoscere cosa significhi 
questo moltiplicare a per 1». Ditemi che idea io debbo an¬ 
nettere, nel caso che 1» sia irrazionale, alla parola moltiplicare-, 
peichè qui, non essendo [/b un intero, moltiplicare non signi¬ 
fica ripetere; ed allora potrò riconoscere questa legittimità, e con 







- 58 - 

voi convenire : ma finché spiegato non mi avrete (ed io credo che 
non sarà ai tempi nostri) il significato di questa moltiplicazione, 
per irrazionali, che ripetizione non è, ma che operazione sia 
nè voi (nè molti altri con voi) avete la fortuna di sapermi dichia¬ 
rare), io ho l’uso di non progredire innanzi. Non bisogna confon¬ 
dere il procosso di esecuzione col significato della operazione, o 
addurre ciò che si fa per prova di ciò che dee farsi. E nel caso 
nostro di ciò che dee farsi non possiamo formarci idea alcuna, fin¬ 
ché all’ irrazionale non si sostituisce un razionale prossimo. 

126. Intorno poi alla rivendicazioni dei vostri diritti sulla pro¬ 
prietà d’una scoperta, che voi credete essermi io appropriata in 
buona fede, ecco le mie osservazioni. 

La scoperta che voi reclamate consiste nell’ esservi astenuto 
dal far precedere dal doppio segno la quantità radicale del 2° 
membro della formola ottenuta dalla sola diretta risoluzione della 
equazione di 2° grado. Voi ci dite in proposito (pag. 19) « Tacqui 
« la dimostrazione, siccome mi sembrava cosi evidente, da essere 
« interpretata dal più meschino dei precettori. » Il guaio è però 
che quando questa dimostrazione che allora avevate taciuto, vi viene 
ora il destro di esporre (pag. 20) dicendoci « io rigettai il doppio segno 
« nel riflesso che dovendosi estrarre la radice 2 a dai due membri 
« dell’equazione, il doppio segno doveva aver luogo in entrambe, 

« e quindi doveva sparire necessariamente, » la vostra dimostra¬ 
zione è assurda: siete andato fuor di linea e non avete col¬ 
pito il bersaglio. E ne rimarrete tosto convinto, se riflettete, che 
in ambedue i membri di una eguaglianza le cose che possono 
sparire, senza alterarla, sono le quantità eguali, ma non i segni 
soli da cui sono affette. Senza segni espressi o sottintesi le quan¬ 
tità non esistono : e posto ciò, quando ci dite che il doppio segno 
debbe sparire, o intendete 1° che sparire debba tanto il superiore 
che l’inferiore dei due, dai quali è costituito, ed allora le quantità 
non esistono, e con esse sparisce ancori’ equazione :o intendete2° 
che, giusta l'uso, sussista il -+-, sebbene non espresso, ed in tal 
caso non avete spiegato nulla, giacché persiste sempre la richiesta, che 
non avete saputo appagare, del perchè nella formola =±= (* ■+" p /*) 
«= =fc (P 2 h — q) fate rimanere l’equazione espressa dal segno 
superiore e non quella che la è dal segno inferiore. 

D’uopo era perciò che aveste fatto conoscere chela equazione 
inferiore non è già che sparisca: sussiste infatti; ma lo scriverla 
è inutile, perchè, ultimato che siasi in essa ciò che si debbe, di¬ 
viene eguale alla superiore. Ed eguale diviene necessariamente 
quando abbiamo in essa terminato di operare giusta le regole al¬ 
gebriche, le quali prescrivono che ogni equazione finale in cui si 
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ha il - £ si modifichi in modo che vi risulti il + x, sul riflesso, 
che orò che cerchiamo è la cosa ignota, e non la sua sottrazione. 

£7. Rimarco inoltre, che voi conoscendo, che in quasi tutti i 
libri elementari di Algebra il processo scelto per la risoluzione 
dell’equazione di 2° grado quello è di ridurre il 1° membro a quadrato 
perfetto, conoscendo che in questo processo da tutti erroneamente 
si usa far precedere il doppio segno al 2° membro dell’eguaglian¬ 
za e non al 1°, conoscendo inoltre (ed è ciò che più importa) che 
da molti distintissimi Matematici si sono esposti argomenti per di¬ 
mostrare, che cosi debbo farsi, questi argomenti era d’uopo che 
aveste preso cura di confutare per eliminare ogni dubbio che si 
fosse potuto addurre sulla vostra scoperta, e darle valido foudo- 
mento, e voi non vo ne siete dato alcun carico. 

128. Un’altra gravissima omissione vi viene imputata. Voi sa¬ 
pete che i Matematici tutti ammettono, e giustamente, 
come esattissima la forinola finale in cui v’ha il doppio-segno. Ora 
se questa non discende dalla diretta soluzione, qual’è dunque la 
dimostrazione che ad essa ci reca? La richiesta non può essere 
più giusta. E voi? Nec verbum quidem. 

129 Che se vorreste difendervi col dirci, che questa formola 
avente il doppio segno non si accorda con i vostri principi, io 
sarei necessitato a dirvi, che questi zoppicano un poco, e che ret¬ 
tificati che fossero, condurrebbero anche voi a riguardarla per 
vera ed utilissima. Nella vostra teorica voi prendete per generale 
la formola a;*_px + q~0, lo che è contro le convenzioni degli 
Algebristi, giusta le quali si scrive + pi e non - p®, allorché 
vogliamo indicare in una equazione primitiva che il termine px 
può secondo i diversi casi particolari essere affetto o daH- o dal —. 

E che x ! — px-1- q = 0 non sia una formola generale, come voi 
ce la dichiarate, voi stesso ce ne date conferma col farla derivare 
da un esempio particolare, applicandovi i segni che a quel caso 
appartengono. Era pure ben facile il riflettere, che un’altra equa¬ 
zione particolare avrebbe potuto condurvi ad x’- 1 -px — q = 0, ov¬ 
vero ad x» — px — q = 0, ovvero ad x a 4 - px -4- q = 0, (per non 
trascurare anche il caso impossibile, perchè a qualche utile cogni¬ 
zione può recarci pur esso) e quindi a dedurre, che la vostra unica 
formola, che ci dà il valore della x, è difettosa, perchè contem¬ 
plando un solo dei quattro casi possibili relativamenté alle combi¬ 
nazioni dei segni, applicata che fosse a qualsiasi degli altri tre 
casi, c’ indurrebbe in errore. 

130. E difettosa non solo è la formola, ma anche la esposizione che 
del valore della x ci date in parole ; poiché allorquando dite che 
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li l'incognita c eguale alla radice guadrala del quadralo della 
mela del coefficiente del 2" termine «ltmiiiiiito della quantità 
nota », dire in vece avreste dovuto* « diminuito o accresciuto della 
quantità nota, secondo che qgesla è posta o tolta nella equazione 
fondamentale » Né in segni algebrici dunque, nè in parole il va¬ 
lore della a; è da voi espresso con esattezza. 

■131. E se per isfuggire questa taccia foste tentate a dirmi, 
che la sola a:* — px q = 0 avete presa in considerazione, sic¬ 
come l'unica delle quattro, nella quale tutti voi trovate i diritti di 
legittimità, l'unica in cui tutte e due le radici sono vere, io vi 
replicherei : e chi vi autorizza a prendere di mira questa solamente, 
e trascurare le sorelle illegittime, ricusandovi di stabilire una ge¬ 
nerica formolo di risoluzione, che sì alla legittima, come alle tre 
bastarde si adatti ? 

132. Ed anche rispetto alle vostre predilette equazioni legittime 
troppo avaro vi dimostrale, loro accordando una formola, la quale 
ci offre una sola radice, obbligandoci cosi in ogni caso particolare 
a trovare l’altra per mezzo di una divisione nulla meno che poli- 
nomia ? Dunque, consideratelo, bene, la vostra formola inadatta¬ 
bile alle illegittime, è per le legittime incompleta. 

133. Relativamente poi alle tre sorti d’equazioni da voi dette 
illegittime io noto, che quando avete iti esse ottenuto x = — m, 
cadete anche in un altro difetto, quale si è l’astenervi dal dare la 
giusta interessantissima idea delle soluzioni negative. E questa o- 
missione io rilevo da quanto esponete al § 28/ dei vostri Elementi 
di Algebra. Ivi, dopo di avere ottenuta dalla ac 2 - 4 - 2® — 8 = 0 per 
mezzo della risoluzione la radice x = 2 , e per mezzo poi della di¬ 
visione della equazione pel fattore lineare (a; — 2 ) 1 ’ altra radice 
negativa x = — ì, non vi occupate affatto del significato di questa 
soluzione negativa; ma convertite il fattore lineare (x - 4 - 4) da 
voi chiamato frustraneo nel fattore da voi detto legittimo (* — 4) 
che trasforma l’equazione proposta nella ;z 2 

Così introducete tre variazioni nel particolare vostro esempio, cioè 
I cambiate il segno al 2° termine : II cambiate il valore al suo 
coefficiente, che mentre era 2 diviene 6 : III cambiate il segno 
alla quantità nota. E far ciò non è dare agli allievi 1' idea delle 
soluzioni negative, egli è un trasformare l’equazione data in un 
altra che è vera, ma che ha però una fisonomia per troppe muta¬ 
zioni diversa dalla equazione primitiva. La soluzione negativa in 
vece nel tempo stesso che ci dimostra che x — 4 è un assurdo, 

ci mostra ancora, che ques'o assurdo si può convertire in una equa¬ 
zione verissima. Tal cognizione è nelle equazioni di 2° tanto più 
utile che in quella di 1 ° grado, perchè in queste non si ha la - x 
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che nel raro caso di problemi a condizioni impossibili, in quelle ha' 
luogo in tolti i casi di problemi possibili, nei quali la quantità noia 
nella formola di risoluzione è alleila dal — reale. In lutti questi 
la soluzione negativa ci mostra, che, oltre alla incognita già ot¬ 
tenuta nella soluzione dei problema dato, con runica mutazione del 
segno nel 2° termine del 1°membro, la soluzione si ottiene d’un altro 
problema, sul quale talvolta nemmeno ci era caduto il pensiero, lo 
che, in molli casi, ed anche in Fisica, riesce utilissimo. 

134. Dopo queste avvertenze che ho dovuto fare per dimo¬ 
strarvi la utilità del doppio segno nella formola finale, dal quale 
voi prescindete, io in cose di tenuissimo valore non fo quislione di 
dritti di proprietà. E sebbene la ragione che avete addotta non 
provi per nulla, clic il doppio segno non entra nella formola a cui 
ci reca la sola risoluzione delle equazioni di 2 " grado, io voglio 
accordarvi, che questa scoperta abbiale falla ed anche molti anni 
prima di averla pubblicata con le stampe, c perciò prima ancora 
che di questa avvertenza tenessero registro nei loro appunti i miei 
Allievi, ai quali dal 1851 in poi nelle pubbliche mie lezioni ho 
sempre esposte le mie nuove vedute sulle equazioni di 2 “ grado. 
De minimis non curai praelor. K se il vostro libercolo Don mi 
avesse chiamato a togliere dai lei tori ogni sospetto di plagio, io 
non mi sarei curato per uulla di dimostrare, che le due osserva- 
vazioni, che credo aver fatte per primo, e sulle quali voi certa¬ 
mente reclamare non potete alcuna proprietà, sono le seguenti. La 
prima è la confutazione degli argomenti con che distinti 
Matematici han creduto dimostrare derivar alla formola il doppio segno 
dalla diretta risoluzione. La secondi», è la esposizione del ra¬ 
gionamento con cui (non ingannando, ma dimostrando) si giunge 
alla formola x «= — V &/% - q), la qoale I è veramente fi¬ 
nale, perchè ottenuta che essa sia, tutto è ottenuto; e non occor¬ 
re la divisione polinomia, che occorre per voi, affine di ottenere 
la radice che non risulta dalla risoluzione: II è completa, perchè 
si applica a tutti i quattro casi possibili relativamente ai segni, 
mentre la vostra al solo da voi detto legittimo: III è utilissima 
in grazia specialmente delle soluzioni negative da voi trascurate : 
e IV è generalmente adottata. Ma tanto per dimostrare la falsità 
degli argomenti addotti dai Matematici per sostenere che è la ri¬ 
soluzione dell’equazione, ciò che porta il doppio segno nell ultima 
formola, quanto per dimostrare che dehbe averlo, sebbene sia falso 
che ce lo rechi la risoluzione, non è stato certamente d’ uopo 
d’ uno sforzo, di uno slancio di mente sublime. 

135. Per la prima scoperta è stato sufficiente questo semplice 
naturale riflesso: che la a;, sebbene ignota, è però fornita di quanti- 
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tativo e di segno, e che non potendo perciò cambiar valore per se 
medesima in niuno dei successivi passaggi da una equazione ad un 
altra, è impossibile, che, rimanendo identica a sè stessa possa essere 
eguale a due quantità diverse, donde la legittima conseguenza (e 
questa è legittima veramente) 'che come è verità incontrastabile, 
che l’equazione di F grado ha due radici, cosi, che nelle equa¬ 
zioni di 2“ grado l’incognita abbia due valori c un incontrastabile 
assurdo. Questi enti a due faccio non sono tollerabili nemmeno 
in Algebra. Eppure questa espressione è comune, perche comune 
è l’uso, da cui infallantemente deriva, di applicare ad uno e non 
all’altro dei due membri d’una equazione il doppio segno, tanto e 
certo esser questo un errore madornale ! Eliminato pero che sia 
nelle idee, poco male, se la contratta abitudine ci fa talvolta inar- 
vertentemente cadere nella condannata espressione, siccome tal¬ 
volta è accaduto anche a me, e nelle stesse memorie drrette a ret¬ 
tificare il concetto. Procurare però che anche il linguaggio corri¬ 
sponda alle idee è ottimo divisamente. 

Per la seconda scoperta, del come cioè ottenere 1 equazione 
completa che ad un colpo d'occhio ci offra le due radici, molto mi 
ha giovato l’abitudine contratta fin dai miei teneri anni di spesso 
tornare sulle idee annesso ai segni, donde il maturo esame delle 
relazioni fra i termini che formare doggiono un trinomio eguale a 
zero. Questo analitico esame della costituzione dell equazione mi 
ha condotto a dimostrare facilissimamente, e prima di passare alla 
risoluzione dell’ equazione stessa che due sono le radici reciproca¬ 
mente dipendenti in modo, che dalla cognizione dell’ una deriva 
immediatamente quella dell’ altra, cosicché ottenuta che siasi per 
mezzo della risoluzione la 

*’ =-/’/ 2 + V(' , V*-q).( A ) 

ne segue che in virtù non della risoluzione, come comunemente 
si crede, ma in virtù soltanto di quella dipendenza che passa tra 
una radice 6 1' altra, si ha pure 

*” - - % - V ('Va - q)-<®> 

e quando ciò si è dimostrato, ne segue pure, che per convenzione, in 
grazia di brevità, altro non debbe intendersi precisamente per la 
notissima, esattissima e comodissima formola 

I= _//,±Vr/*-ql.C. 

che la concisa espressione delle due suddette radici x' ed e non 
già d’un ente chimerico x dotato dell’impossibile proprietà di essere 
uguale o simultaneamente, o successivamente a due quantità. 

Le quali cose essendo evidenti, io non dubito di asserire che 
tutti que'Professori, che nelle nuove edizioni delle loro lezioni di 
Algebra proseguiranno a far scendere dalla risoluzione diretta, 
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come hanno fatto fin ora, la formola finale (CI, sfuggire non po¬ 
tranno la taccia di appartenere al numero di coloro che non si 
fanno scrupolo di accettare sillogismi formalmente falsi, purché 
sieno materialmente veri, e di professare la massima « Dummpdo 
obtinemus intentum, non curemus de modo. » 

136. Non nego però di avere nello studio severo delle equa 
zioni di 2" grado, sulle quali sono tornato le mille volte, impiegato 
ogni volta molte e molte ore ; ma lo studio di questa teoria piut¬ 
tosto che inorgoglirmi per le poche osservazioni fattevi, mi ha in 
vece dato prove le più convincenti della molta limitazione delle in¬ 
tellettive mie forze. Io in ognuna delle tre edizioni dei miei Ele¬ 
menti di Matematica succedute alla prima, ho fatto qualche modi¬ 
ficazione al trattato delle equazioni di 2* grado. Inoltre nel 1868 
detti a luce un primo articolo che si aggirava sulle due scoperte 
ora accennate, ed un secondo nel 1866 sulle medesime, presentan¬ 
dole in un modo che ho creduto più soddisfacente del primo, non 
scevro però anch’ esso di qualche inesatta espressione. Dal 1865 ad 
oggi mi sono pur venute in mente intorno alle equazioni di 2° 
grado altre dilucidazioni dopo di essere stato obbligato a pensarvi 
di nuovo per sciogliere vari dubbi, che mi furono presentati da 
Matematici distintissimi si italiani, che stranieri, i quali hanno poi 
pienamente approvato le mie idee e riconosciuto l'errore da me 
indicato. La conseguenza perciò che sono stato obbligato a trarre 
da tutte queste successive modificazioni, che così lentamente mi 
sono venute in pensiero, è il pieno convincimento, che a varie 
deduzioni io sarei potuto giungere molto più sollecitamente, se 
un poco più di slancio mentale mi avesse portato a fare imme¬ 
diati confronti sulle idee già ottenute ; e questo riflesso mortifica, 
e scaccia dalla mia mente quel falso amico importuno, qual’è l’indi- 
screto amor proprio, appena che vi fa capolino. 

137. Intorno poi all’altra rivendicazione del diritto di proprietà 
della vostra dimostrazione del teorema pitagorico, io tengo per certo, 
sebbene esplicitamente non lo dichiarino le vostre parole, che voi 
rivendicare intendiate non la scoperta del semplice corollario da 
voi posto in nota, ma di questo e del teorema insieme esposto al 
§ 528 dei vostri elementi di Geometria ; giacché è impossibile sup¬ 
porre che la vostra saggezza voglia dar sommo peso • valore ad una 
semplicissima deduzione, la più facil del mondo. 

Ed in vero quando il teorema posto al § 528 ci ha fatto cono¬ 
scere che nei quadrilateri iscritti nel cerchio il rettangolo sotto 
le diagonali è uguale alla somma dei due rettangoli sotto i lati 
opposti, questo stesso enunciato mercè di queste due sole sempli¬ 
cissime riflessioni, che cioè qualsiasi rettangolo è iscrittibile nel 
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cerchio, e che posta la retta a=b, certamente aX^a', senza 
alcun altro rilievo, trasformasi cosi .Il quadrato della diagonale 
di qualsiasi rettangolo è equivalenti alla somma dei quadrati dei 
lati attigui » ovvero « il quadralo dell ipotenusa 1 1 qua siasi 
triangoli rettangolo è equivalente alla somma dei quadrati dei 
citeu. » Tutto U teorema dunque, e non già 
due facilissime suddette avvertenze, costituisce la te a « 

zioni successive indispensabili alla dimostrazione (data .« t M U o 
modo da quello tenuto da Pitagora) del celebre teorema dell .po 
tenusa; nè può dirsi scuopritore del 2 ° enunciato eh. non lo è an- 

rorft d e l 4® ,, 

138. A confermarmi sempre più nell’opinione, che voi riven icare 

intendiate come vostra invenzione non il corollario solo, ma^co¬ 
rollario e teorema insieme; e che per conseguenza anche.1 teorema 
sia stato il vergine risultato dei vostri studi, cosicché in buona fede 
crediate vostra esserne la scoperta, mi si offre un altro argomento. 

Esso è l’approvazione, che voi date alle lodi, che vi elargisce il eh. 
Prof Ercole Monti, esposte nel Giornale scientifico-letterario di Peru¬ 
la le quali voi riportate alla pagina 23, e sono le seguenti «La nuo- 
. va dimostrazione del teorema pitagorico dovuta al ProfRic- 
« carelli, essendo del tutto indipendente da quella del sommo 
« Pitagora, e dall' altra desunta dalla simigliamo dei triangoli, 

« può ben dirsi che, se quel sommo non l’avesse scoperta, avreb e 
« avuto la gloria un italiano di averla scoperta e dimostrata. 
Ed infatti, poiché da queste parole risulta che il detto Prof, non vi a- 
vrebbe accordato il merito della scoperta, se questa non fosse del 
tutto indipendente da quella del sommo Pitagora e dall altra desun¬ 
ta dalla somiglianza dei triangoli, risulta a fortion che accordato 
non ve l'avrebbe, se non fosse stato convinto, che vostro fosse 
il teorema 8 528, da cui non solo non è del tutto indipendente, 
ma vi ha in vece una dipendenza strettissima. Quindi non sarebbe 
un enorme insulto al vostro buon senso il credere che crediate a voi 
ben dovuto l’elogio compartitovi per una semplicissima derivazione 
tratta da un teorema, posto che aveste contezza che .1 teorema d. 

vostra invenzione non fosse? .. , 

139. Sì: tutte queste riflessioni mi portano con tutto il fonda¬ 
mento ad opinare, che voi mercè le vostre speculative indagini, 
senza soccorso altrui, siate giunto alla felice scoperta del bel teo¬ 
rema da voi esposto al § 52« ; e stando in questa credenza, anche 
il eh Prof Ercole Monti sempre stimabile per le molte sue cogni¬ 
zioni ' non però versatissimo nella storia delle Matematiche, in 
buona fede nei sopra riferiti modi si espresse. E posto sempre 
come a vostro onore è a ritenersi, che il teorema da voi posto al 
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§ 328 sia il risultato delle solo vostre forze, aneli’ io vi lodo, c con 
voi mi congratulo, giacché l’acume del vostro ingegno non soffre 
diminuzione veruna, Kpiand anche la scoperta ad altri appartenga. 

I 40. E da altri è pur vero che la scoperta si è fatta ; eosicche 
allorquando io passo a fermare il pensiero su quelle porole con cui 
dato termine all' opuscolo « se vi fosse (umiche Malemalico, che 
u prima del ISÓO avesse pubblicata quella dimostrazione, io non 
« farò che rallegrarmi con esso, e gli cederò il diritto, che ere- 
« deca di essermi procuralo intorno a quella semplice ed elegante 
u dimostrazione » mi vicn latto ili appagare la vostra curiosità. 

E vi dirò che io trovo la dimostrazione del teorema (§ 528) 
nella edizione firenlina edita nel 1840 del l'rancoeurtradotto dal 
Gasbarri alla pag. 269 del tomo 1. 0(1 ivi pur trovo che dopo avere 
per mezzo d’ altro teorema dimostralo, essere in qualunque paral¬ 
lelogrammo la somma dei quadrati delle diagonali uguale alla som¬ 
ma dei quadrati dei lati passa a farci conoscere, che della 2 di¬ 
mostrazione non è d’ uopo, quando trattasi di un parallelogrammo 
rettangolo. E parendogli la detta proprietà facilissima a dedursi da 
ogni allievo, soggiunge « Questa proposizione è evidente» 
mente vera per un rettangolo. » Quando infatti siam convinti, 
che la somma dei quadrali delle diagonali è uguale alla somma dei 
quadrati dei lati, l’assioma elio di due tutti eguali le melò sono 
eguali ci porta a conoscere, che il quadrato della diagonale del ret¬ 
tangolo o ipotenusa del triangolo rettangolo è equivalente alla 
somma dei quadrati dei lati attigui del 1°, o dei cateti del 2. 

Rovistando in opero meno reconti trovo la dimostrazione del 
teorema (§ 528) nella ediziono ottava parigina degli elementi di 
Geometria^ Legendrc, 1809 pag. 93. Gli Elemento fìeometriae del 
Lecchi (Milano 1783) ed altri corsi più antichi ci offrono lo stesso 
teorema, cosicché dalla lettura di taluno di questi potrebbe darsi 
benissimo, che i chiarissimi Novi e Luvini avessero tratto il corollario 
facilissimo che aneli’ essi hanno esposto in un modo quasi eguale 
al vostro, senza averlo letto nei vostri Elementi, e quindi non es¬ 
sere e l’uno e l’altro colpevole della omissione che loro attribuite 
(pag. 21) (li non aver adempiuto al sacro dovere di citarne il 
vero autore, non citando il vostro nome. 

141. Il Geometra scuoprilore però, cui avete inanimo dirigere 
i vostri rallegramenti non è nè Erancoeur, nè Legendre nò Lecchi, 
ec. Ad epoche ben più remote indietreggiare conviene ; e le vostre 
lettere di congratulazione d’uopo è spedire nel regno dei morti 
non già a qualche celebre Matematico discesovi da qualcho lustro 
a questa parte, ma ad uno che là è trapassato da circa 18 secoli 
indietro, giacché la scoperta 6 del celebre Astronomo^Claudio Tolo- 
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meo. Trovo infoiti che Taoqiiel nel libro VI dei «noi elementi Ve- 
neliis 1737 pag. 181 espone come uno SCOLIO, celebre illtid Ptho- 
lomei thè or emù , sci ilice! v f/i «nini < iuadrilalet'0 cuculo inscrtpto 
rectanijulum sul) diagoniis aeqpatur reclungulis sul) laleribut 
opposilis. D 

142. Eccovi con tutta ingenuità esposte le mio osservazioni su 
i punti i più interessanti dei due vostri ultimi opuscoli. Amatore 
come Voi siete del vero e di ogni adulazione nemico, io sono certo, 
che voi non le sgradirete. Siamo Domini, o perciò sì io che voi 
lutt'altro che immuni da errori. Echi sa quanti io, trovandomi in 
ben più innoltrata età, commessi ne avrò piu di voi. Commessi 
ne avrò forse anche in queste avvertenze, ma nella speranza che 
almeno alcune sieno giuste, io col credere che queste saranno da 
voi gradite, addimostro di tenervi nel novero dei veri saggi, o non 
nella turba di quelli orgogliosi cui veritas odium parli , e quindi 
anche con ciò vi do una prova della stima che vi professo. 

SEBASTIANO PURGOTTI. 


DILUCIDAZIONI 

Intorno ad alcuni dubbi nelle menti di molti 
Matematici non dileguati ancora sulla impossibi¬ 
lità delle proporzioni negli incommensurabili. 

143. In debito di risposta io mi trovo verso alcuni distinti Ma¬ 
tematici, i quali, mentre mi dichiarano di non sapere elio opporre 
alla forza dei miei ragionamenti intorno alle quantità incommensu¬ 
rabili, mi confessano avere ancora qualche difficoltà a conciliarli 
con alcune teorie sì della Geometria che dell’ Algebra. « Sarà (mi 
dicono essi) sarà una impressione momentanea, sarà una nube 
che si dileguerà facilmente (ed io lo spero) ma pure una qualche 
renitenza proviamo ancora ad escludere totalmente le proporzioni 
dalle quantità irrazionali. » E la brama quindi mi addimostrano 
che io procuri di eliminare dalla mente loro tali dubbiezze. 
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Queste gentili espressioni mi eccitano a soddisfare alla meglio 
die io possa le loro richieste, che trovo per tre titoli lodevolissime. 
Ed in vero 1 ° esse mi addimostrano quella commendevole inge¬ 
nuità, la quale netto ti espone lo stato della mente, la hnssa«adu- 
lazione abborrendo, la quale suol porre sul labbro mentitore le 
protesto le più esplicite di un pieno convincimento, che l’intelletto 
ancora non ha. 2° Prova pure mi danno di essere essi abituati a 
quel saggio temperamento di non precipitare giudizi, e non accet¬ 
tare per vera una massima, finché ogni difficoltà non siasi dileguata. 

E 3.° di quella ingenuità mi fanno fede, che possibile riconosco il 
versare nell’errore anche allorquando ci sembra di essere nel pos¬ 
sesso della verità, felice disposizione di animo diametralmente op¬ 
posta a quella orgogliosa ostinazione di taluni, i quali, avvisandosi 
di essere infallibili, sdegnano sottoporre al loro esame i rilievi che 
sono parto di spregevoli mediocrità, giudicandoli a priori per sotti¬ 
gliezze e sofistichoria. 

E ad oggetto di ottenere il mio intento, utile prima di ogni 
altra cosa a me sembra lo esporre le mie idee intorno all infinito 
cd all' infinitesimo, poiché hanno essi una diretta influenza snl giu¬ 
sto concetto delle quantità incommensurabili. 

Dell" infinito e <lell’ infinitesimo 

4 44 . L’ idea composta o, a dir meglio il concetto, dell'infinito 
trae sua origine dal più e dal meno , di cui è capace la quantità 
determinabile nei suoi gradi di aumento e diminuzione, e da quella 
sublime facoltà del nostro spirito, che è detto potenza di sintesi e 
analisi. 

Quando alla nostra mente si presenta un oggetto determinabile, 
avviene, che uDa certa quantità di esso venga presa o per tipo 
misuratore, ed ecco 1 idea dell unità, o per un complesso di unità, 
ed ecco il numero. 

La nostra facolta di sintesi nella ripetizione dei suoi atti mai 
si esaurisce ; e cosi noi formiamo ii giudizio, che il numero di que¬ 
sti atti di ripetizione può crescere sempre, e quindi trasfondere 
quest’ incremento nel numero degli oggetti che ripetiamo, sicché 
possa questo divenire sempre maggiore, sempre tale cioè, che per 
quanto grandissimo, lascia libero il campo a sempre maggiori in¬ 
grandimenti. sicché il numero che successivameute otteniamo « 
sempre poco rispetto a riè clic potremmo ottenere. Nell’ insieme 
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di questo idee o di questi giudizi consiste quel concetto, che espri¬ 
miamo con la parola infinito (I). 

145. In egual modo la nostra facoltà di analisi non subisce 
esaurimento, allorché tende a sempre più successivamente impic¬ 
colire una quantità, dirigendo il Minierò (Iella colle ossia il quo¬ 
ziente non sul moltiplicando.perchè ue i istilli un prodotto, ma in¬ 
vece sul prodotto o dividendo per ottenere nn quoto sempre piu 
piccolo. E quando abbiamo ridotto cosi la quantità a tenuissima par¬ 
venza, consideriamo elio possono in essa idearsi, sempre ulteriori 
decrementi, cosicché per quanto piccola la immaginiamo, è sempre 
troppa relativamente a ciò clic divenire potrebbe. Ed ecco nel 
complesso di queste idee e giudizi il concetto dell' Infinitesimo 

146. Applichiamo queste nozioni allo spazio. Della sua immen¬ 
sità ninno fra tanti sommi filosofi panni ne abbia dato una defini¬ 
zione più espressiva di quella, elio ne forni Empedocle, cd in ter¬ 
mini più precisi ci esposo Pascal. •• l.o spazio in/inilo, egli disse, 
è una sfera, della ipiale ogni punto v cenil o, ninn pillilo è nella 
sua superficie. » Io comincio dall' ideare una sfera di [enormis¬ 
sima ampiezza, a tale, che mentre io mi figuro di occuparne il cen¬ 
tro, raggio no sia la distanza clic intercede da me al piu lontano 
dei soli, dei quali seminata è la via lattea. Potrà questa sfera dar¬ 
mi 1’ idea della infiuità dello spazio? No, mi avverte Pascal. Quel 
sole, in che bai tu posto la estremità del raggio, si trova nella su¬ 
perficie della sfera da lo immaginata, non però nella superficie della 
sfera definita da Pascal, perchè ivi nè un sole, nè altro punto di 
spaziosi trova. Ebbene questo raggio raddoppio. Non basta : Io rendo 


(I) Opportuna cosa intauto è il notare che, il giudizio che noi fac¬ 
ciamo dell’ inesauribile incremento, è giudizio, che si riferisce alla 
nostra potenza di sintesi. Da questa ridotta all’ atto sorgono il bis, 
il ter, il millies, eie., que’ numeri avverbiali cioè per mezzo dei 
quali essa potenza si esplica, e che da essa direltamenle emanando, 
producono l'altra sorta di numeri applicati agli oggetti, e perciò ag¬ 
gettivi, che con le diverse voci, duo, trio, milita, etc. troviamo di¬ 
stinte in quasi tutte le lingue non certamente per puro ossequio alle 
sofisticherie purgoltiano. I numeri indicanti oggetti sono l'effetto della 
ripetizione espressa dai numeri avverbiali; ed il diretto appartenere 
di questi alla Dostra potenza sintesica, donde il concetto dell’ infi¬ 
nito, è una terza loro caratteristica (da aggiungersi alte altre due 
non comuni ai numeri aggettivi), di essere cioè t.» essenzialmente 
interi, e!2.“non astratti,perchè mai tolti dai diversi oggetti concreti, 
nègiammaia vari di essi applicabili, ma sempre indicanli una cosa 
medesima, cioè ripetiaione. 
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un milione, uu trilione di volte più" lungo: e Pascei mi soggiunge: 
tu ti aggiri sempre nel medesimo errore. Travalico dunque col pen¬ 
siero le immense pianure del firmamento : una sfera immagino, la 
lunghezza del cui raggio sia il raggio della sfera ora descritta replicato 
tante volte quanti sarebbero i grani di arena necessari ad empierne la 
capacità; c questa idea grandiosa, in cui si perdo la mia fantasia è 
una trascurabile parvenza rispetto ad altre grandezze, cui .potrei 
moltiplicando recarmi. Aggiuugo a questa idea gigantesca il giudi¬ 
zio, che desso è sempre poco a quanto divenire potrebbe: ed ecco 
il COUCelto della infinità dello spazio. 

)ì7. Vogliamo ora formarci il concetto del suo infinitesimo? 
Sull' unità di misura dei volumi, sul metro cubo rechiamo il nostro 
pensiero. Dividiamolo in mille parti ed ecco il decimetro cubo. 
Questo rendiamo mille volte piu piccolo, ed ecco il cubo del cen¬ 
timetro, clic le dimensioni ci olfro di un dado da giuoco. Il mille¬ 
simo di questo dado è il millimetro cubo, elio cou fatica I occhio 
nudo vede diviso in parti mille volte più piccole, quali seuo i cubi 
del decimillimetro ; e se il millesimo di questo 1’ occhio più non 
distingue, non per questo la nostra potenza di analisi si arresta 
nelle suo suddivisioni di mille in mille volte piu piccole. Al volu¬ 
me impercettibile, cui dopo lunga serie di spartimenli le piace ar¬ 
restarsi, aggiunge il giudizio, che desso è sempre troppo, e 
può divenire più piccolo ; ed in questo insieme ecco il concetto 
dell' infinitesimo dello spazio. 

I 48. L’ idea d’ una quantità eccessivamente grande o eccessi¬ 
vamente piccola unita al giudizio, che uel 1° caso dessa è poca, 
e può crescere, o nel 2° dessa è troppa, e può diminuire, ec¬ 
co i due soli elementi chiarissimi, di cui risulta il concetto del- 
1 ’ infinito o dell’ infinilesimo. E su ciascuno di essi terremo parti— 
tamente parola. 

uell’ infinito 

119. Relativamente all' infinito una obbiezione, la quale di 
primo slancio panni ben naturale che addurre mi si potrebbe, si e 
il come abbia potuto io dichiarare, che il concetto dell’ infinito è 
chiarissimo, mentre quasi tutti i Filosofi e Matematici si antichi 
che moderni protestano di trovarvi qualche cosa di oscuro e di 
inconcepibile. Perchè p. cs. il rispettabile Rosmini nel Capo 2°, 
Sezione 3 a della sua Logica ci asserisco « che i sofismi fondati 
in una cognizione confusa del soggetto sono tutte quelle propo¬ 
sizioni matematiche, nelle guati si fa entrare l’infinito ? » Per¬ 
chè il chiarissimo bravi nella interessante sua opera la Filosofia 
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dulie Matematiche alla pag. 63 ci dichiara, che >< le nozioni del- 
l’ infinito sono cotanto delicate e superiori alle forze umane ' » 
e alla pag. 203 questa sua opinione conferma, esponendo che «il 
continuo contiene la nozione.dell'infinito che e incomprensibile.' » 
Perchè 1’ illustre Prof. Antquelli, di cui sono pochi mesi da che 
1 ’ immatura perdita deploriamo, perché nella pregevole sua opera 
( Nuovo modo di trattare il calcolo differenziale alla pag. 22 ci 
dice, che « lo spirilo nostro vede in una. maniera non perfetta- 
<• niente chiara e distinta le idee, che in qualche modo appellano 
« all’ infinito ' <> Perché nella pregevole sua Antologia l’acuto 
Prof. Tongiorgi alla pag. <35 del volume 2° delle sur Istituzioni 
filosofiche ci confessa, che non abbiamo dell’ infinito una no¬ 
zione intuitiva. <■ che questa idea è positiva per una parte e 
negativa per /' altro ? « Perchè nel periodico la philosophie po¬ 
sitive 1 ° Numero 1867 pag. 17 Littré addimostra che « la nozio¬ 
ne dell’ infinito per una parte è negativa, e per questa negazio¬ 
ne impedisce alla metafisica di trarre alcun parlilo dalla infi¬ 
nità : dall' altra parie è positiva, e ci mostra in questa assenza 
di limiti tutto aperto, se noi potessimo, r. tutto chiuso, perché 
non possiamo ? » 

150. Una delle cause per le quali i detti autori, e tanti altri, 
trovano delle nubi nei concetto dell'infinito, io sono d’avviso sia 
la definizione troppo concisa, che comunemente suole applicarvisi. 
L’infinito, dice Leibnitz è il finito senza limite. Sublime concetto 
sotto poco felice espressione, perché troppo concisa. L’ idea d’ un 
toglimento, cui questa definizione apparentemento ci reca, ci fa 
travedere un quid di negativo nell' infinito: ma èqui appunto uno 
dei casi i più salienti in cui litlera nrcidit. 

La sottrazione dei limiti e forse uua vera sottrazione, o non è 
anzi un modo di esprimere per mezzo della rimozione d'ogni osta¬ 
colo la possibilità d’un aumento successivo? Togliere gli argini 
alla impetuosa piena di un fiume è un rendere più angusto il suo 
letto ? Qui la negazione nella parola porta un incremento inesau¬ 
ribile nelle idee. Tanto e falso quel non so che di negativo, che 
taluni si avvisano rinvenire nell' infinito. 

181. Ma un’ altra causa ancor piu potente a far cadere nella 
persuasione, che oscuro sia il concetto dell' infinito, è quella ten¬ 
denza, da cui spesso siamo eccitati a dar corpo alle ombre, ed esi¬ 
stenza al nulla. L'analogia ci porta senza accorgercene a credere, 
che come un numero, ossia un complesso di unita può divenire 
duplo, centuplo, mi Duplo, cobi divenire possa infinito. Questa ana¬ 
logia di linguaggio ci trascina a dimenticare che la parte del concet¬ 
to dell'infinito anche il giudizio, che il numero per quanto grande, 
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mai cessa di essere poco; e, ciò dimenticando, ci figuriamo giunti - , 
ore abbiamo convenuto elio il giungere è cosa impossibile. Dispia¬ 
centi di confessare questa impossibilità, e di togliere al numero che 
diciamo infinito quella esistenza, che per una certa analogia gab¬ 
biamo accordata, ma che non ha. prendiamo erroneamente il partito 
di mascherare la sua inesistenza col titolo «li esistenza oscura e in¬ 
completamente conosciuta; ed ecco 1’ errore. 

152. Considerate uniti, ma I’ uno dall' altro distinti i due ele¬ 
menti di cui consta il concetto dell’infinito, l’idea cioèd’una quan¬ 
tità sommamente grande, e il giudizio, che dessa può crescere senza 
line, e questi elementi voi ben vedete che nulla hanno in sè d’in¬ 
completo e di oscuro; e che anzi costituiscono uno dei più sublimi 
concetti, di cui mente nostra è capace, quel grandioso atto di sin¬ 
tesi, in cui. ben disse il lodato Antonelli, è V immagine dell’Onni¬ 
potenza del Creatore. 

Provate ora in vece a fondere insieme, ad unizzare i due sud¬ 
detti elementi, idea e giudizio in una sola idea positiva esprimente 
una proprietà del numero: provate in somma a trasformare il con¬ 
cetto complesso dell’ infinito in un semplice aggettivo a darsi al 
numero; e in questa pretesa fusione i duo elementi non si oscura¬ 
no, si annullano. Dire non dobbiamo perciò, che i numeri infiniti 
sono non completamente concepibili, dir dobbiamo, che sono non 
concepibili affatto, perchè non esistono. Evidentissimo assurdo in vero 
è il credere esistente ciò che abbiamo certezza di non potere ot¬ 
tenere giammai. 

153. E se il numero infinito non esiste, 1° definirlo, come si 
è fatto fin dalla più remota antichità pel numero maggiore di ogni 
assegnabile, 2° dire che è. il limite dei numeri finiti, 3° che que¬ 
sti, crescendo sempre più t>i si approssimano senza mai poterlo 
raggiungere, è un far uso di espressioni inesatte; poiché 1° non si 
dà quid maggiore di ciò che può divenire una cosa mercè 1’ ine¬ 
sauribile successivo suo ingrandimento; 2 J non limite per chi ha 
il potere di mai cessare di crescere; nè 3° approssimazione al li¬ 
mite, perchè approssimazione richiede differenza : differenza risulta 
da una sottrazione; e sottrazione non può eseguirsi ove non è mi¬ 
nuendo. 

INFINITESIMO 

154. Inesattezze anche maggiori, abbiamo poi relativamente 
all' infinitesimo. Sembra a primo aspetto impossibile, che potendo 
disporre (e senza tema di esaurimento) di un numero qualsivoglia di 
parti, sieno pure tenuissime, sembra, dico, impossibile, che non ne 
sia dato di tante accumularne, che bastino ad eguagliare un limitalo 
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numero iutcro; c che perciò non si abbia a verificare l'adagio, 
che multa parvo facient unum satin. Riflettendo però, elle all' ini- 
piccolimenlo delle parti può esseip imposta una legge, ei convin¬ 
ciamo potere essere questa la cagione, che ci impedisca ottenere 
P intento. Se ci proponiamo per es. di formare anche la semplice 
unità con una serie di termini frazionari, il primo dei quali sia 9 
volte il decimo dell’ unità, e ciascuno dei successivi sia 9 volte il 
decimo del suo antecedente, anche i totalmente profani nelle Ma¬ 
tematiche, comprendono bene, che ad oggetto di ottenere 1 ' unità, 
al 1° termine 9 decimi non manca che un decimo, ossia IO cen¬ 
tesimi. e che se iuvcce di IO centesimi ne poniamo soltanto 9 in un 
2 ° termine, avviene che, per completare l’unità, alla somma dei due 
termini manca ancora un centesimo ossia 10 millesimi, c che, se 
di questi pure soli 9 no poniamo in un terzo termine, a compi¬ 
mento lell' un'.tà manca ancora un millesimo; e che proseguendo a 
rimaner sempre termini ad addizionarsi con la stessa legge costi¬ 
tuiti, sempre I > 0, 9 9 9 9 9. che cioè Punita non è mai rag¬ 

giunta la qualsivoglia numero decimale espresso da quanti 9 ne 
piaccia scrivere dopo la virgola, e tanti pur fossero, quanti capir 
ne pos ono nel raggio della sfera di Empedocle. In questa unità 
non rat fungibile ecco il limite della somma dei termini della espo¬ 
sta prò cessione, in cui ogni termine è nove volte il decimo del— 
P antec dente. 

Ibi . Vi ha dunque una differenza rimarchevolissima fra le pro- 
gressioi i per quoto crescenti e le decrescenti ; giacché, mentre la 
somma dei termini delle primo non ha limite, perchè non ha nu¬ 
mero a :uno che raggiunger? e sorpassare non possa, ben lo ha 
la somn a dei termini delle seconde. Questo limito realissimo è un 
numero determinato; e noi siamo sempre in grado di conoscere di 
quanto sso ecceda la somma dei termini della serio sino a quello 
a cui si è fatto sosta. Rispetto però al numero e alla entità di un 
ultimo i ;rmine, accado che come non vi è limite al numero e al- 
P ingrai dimenio di un ultimo fittizio termine nelle crescenti, gosì 
pure nc a vi ha limite al numero e alla parvenza dell’ ultimo fitti- 
zio ternane nelle decrescenti; e corno vedemmo (§ 153) essere un 
errore i dire, che limile od ultimo termine delle crescenti è P in¬ 
finito , osi lo è ugualmente il dire, che nelle decrescenti è I’ in- 
finitesii o uguale a zero. 

156 Questa espressione deriva dalla falsa supposizione in cui 
alcuni f rono e sono, che proseguendo ad ottenere per mezzo della 
divisione quoti successivamente più piccoli, si possa finalmente 
giungerò a zero. No : divisione è inconciliabile con distruzione. 
Nel dividere insita è P idea di un quid più piccolo cho dee risul- 
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tari», ed un quid, che debba esser più piccolo, una parte cioè la 
'pule raggranellandosi con le altre ad essa eguali, ricompone quel 
tutto che si è diviso, non può a meno di essere. Perciò questa e- 
spressione del Gioberti (che la è pure di molti Matematici*o Meta 
fisici) « la frazione tende al nulla, ma non I' arriva, perché tra 
la frazione e il nulla t? é un intervallo infinito » due gravi er¬ 
rori contiene, t" la frazione tende ad una parvenza sempre più 
piccola, ma non già al nulla, come egli asserisce, ossia alla cessa¬ 
zione dell esistenza: 2 ' è falso, che tra frazione e nulla sia un in¬ 
tervallo infinito. Intervallo o differenza non vi ha affatto. Differenza 
è il risultato d una sottrazione: e la sottrazione, se ben può dare 
zero di resto, non può a meno di chiedere un sottraendo, non può 
per sottraendo aver zero perché il niento non può essere sottratto. 

1o7. Ripiego illusorio è pure il dire con Newton, che la va¬ 
riabile decrescente è zero nel solo indivisibile istante della sua eva¬ 
nescenza: non prima, non poi. In quel punto infatti la variabile o è; 
ed in tale ipotesi tu uon puoi sostenere che è nulla: o non è; ed in 
tale ipotesi, di elio mi parli, se alla tua proposizione manca il sog¬ 
getto? Via evasiva non vi ha. Come aggettivo dato al numero, uopo 
e conchiudere che I’ infinitesimo al pari dell’ infinito è un nulla 
vestito di parole. 

158. Eppure opporre mi si potrebbe, che il metodo delle esau- 
stioni usato anche antecedentemente ad Euclide, quello dello esau- 
stioni e dei limiti insieme, che praticò Archimede, l’altro degli in¬ 
divisibili idealo da Galileo, e vieppiù sviluppato da Cavalieri, e gli 
infiniti di più ordini escogitali da Lcibnitz, e le flussioni di New¬ 
ton, e gli evanescenti di Eulero, o i limiti giusta le idee di D. Alem¬ 
bert, sono tanti metodi, parto felico di sublimi ingegni, metodi 
che sebbene procedono per vie diverse, tutti convengono nell’am- 
mettere, che una variabile in continua decrescenza giunge final¬ 
mente ad esinanirsi cosicché, chiamandola allora dx, sia dx = 0; 
e quindi S -f- dx = S. E che in questo risultato essi tutti con¬ 
vengano, non è a porsi in dubbio. Non c’ illudiamo però. Questa 
equazione ammessa è da ciascuno dei soprauominati, «limo- 
strala non ò da veruno. 

459. Ma sono io forse in errore? È forse vero ciò che dare 
mi si vorebbe ad intendere; che ogni controversia sulla equazione 
dx = 0 ò cessata, dopo che vennero a luce le opere del sempre 
sublime, ma talvolta oscuro o sofistico Wronski? Il paragrafo se¬ 
guente contiene appunto quanto (pag. 53) promisi di esporvi intorno 
all applicazione che egli fa al nostro proposito delle tre facoltà, 
da lui nell umano intelletto distinte, Ragione, Intendimento, Giu- 
disio. 
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IfiO. Questa triplice distinzione, sebbene accettata nell'articolo 
" Differenziale » del dizionario delle Matematiche diretto da Montici- 
ner (del quale articolo alcuni squarci posti nella pag. 413 e 414 della 
versione italiana Tom. III. sono fedelmente riportati nella Nota 
di cui ho dato pag. 53 un cenno) trovasi mai in terun trattato dei 
più distinti Psicologi non Alemanni, che hanno scritto prima o 
dopo di Wronscki? Riposa sopra basi inconcusse, o non potremo 
dire piuttosto, che gratis asseritur e gratis nega tur? Il riconoscere 
nella Ragione una facoltà superiore all ’Intendimento sarebbe mai un 
tranello simile a quello usato da Euclide, allorché inventò la defini¬ 
zione 5° del libro V ? Questa fu appositamente creata per nascon¬ 
dere la contraddizione della proporzionalità voluta tra gli incom¬ 
mensurabili, e darlo un aspetto di verità (§ 87 ed 88) e la Ragione 
in alto locata sopra i domini dell’ intendimento, sarebbe mai stata 
creata anch’essa per nascondere quelle tante impossibilità che l’in¬ 
tendimento discuopre, e farle apparire per tanti veri? Wronski ci 
convince realmente che dx = 0? Osserviamolo. Nella sua filoso¬ 
fia dell’ Infinito, egli dice « Il calcolo differenziale è un algoril- 
« mo primitivo, che ci offre non le leggi oggettive, o di realtà 
« delle quantità già prodotte e determinate, ma le leggi soigettivc 
« della loro generazione ». L’equazione dx — 0 appartiene a que¬ 
ste leggi, e tanto basta, perché abbiasi a ritenere per vera. Soddi- 
slatti di questo ragionamento gli adoratori di Wronski ci dicono, 
che la interessante quistione, se dx sia o non sia eguale a zero, 
non va recata al tribunale dell’ Intendimento. Tutto è qui lo sba¬ 
glio. L Intendimento che non la intendo è giudice incompetente: 
va recata invece al tribunale supremo della Ragione, e ì on già 
della ragione comune a tutti gli Domini, la quale al pari dell’ in¬ 
tendimento non saprebbe convincersi, che vi sia eguaglianz; tra un 
ente ed il nulla, ma della Ragione Wronskiana. Questa che tra le 
altre magiche proprietà quella pure possiede di fare apparire le teorie 
tanto più sublimi quanto mono sono comprese, colloca l’equazione 
dx = 0 nel novero dei suoi veri trascendentali assoluti ; e tanto ba¬ 
ita, perchè acquisti una evidenza apodittica. 

<61. Dal chiarore però di sì tenebrosa evidenza non illuminato 
abbastanza, io fin dal 1835 (1) nella prima edizione dei miei ele¬ 
menti di Matematica, e specialmente nell’articolo Irrazionali, idee 
esposi tutte opposte a quelle di Wronski, di alcuni difetti del quale 
ebbi poi occasione di far parola nei miei segreti dell’ arte di co- 


(I) Nell’età di anni 74 è bene di manifestare ciò che si pensava 
molti anni indietro; e spesso perciò a questo partito mi appiglierò 
anche nel seguito di questa mia cicalata. 
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manicare le idee editi nel 1858. Ivi infatti alla pagina 97 disap¬ 
provai quel carattere distintivo dei numeri incommensurabili che 
Wronski ripone « in una generatane indefinita, derivante dalla 
influenza regolatil a e intellettuale della ragione nel dominio sen¬ 
sibile dell' intendimento » le quali parole ci danno una definizione, 
cui ninno potrà negare un posto distinto nelle sagre tenebre 
della Wronskiana sublimità. Ed ivi pure alla pagina 119 dichiarai 
non essere facile di coonestare le due idee di quantità e di legge, 
siccome fa egli dicendoci che « la quantità c una legge formale 
dell’ intelligenza ». 

162. Dicianove anni dopo alla publicazionc delle mie idee in¬ 
torno agli irrazionali, venne in luce in Milano la Filosofia delle 
Matematiche del Bravi; e mi fu di compiacenza il trovare in quel 
dotto lavoro le idee dell’ illustre scienziato conformi alle mie non 
solo nel suddetto articolo, ma intorno ancora alla distinzione 
Wronskiana delle tre facoltà dell intcllelto che egli pure disapprova, 
e precipuamente alla pag. 439 dicendoci, « che la trascendentale 
« loro derivazione filosofica sembra più presto annunziata, che 
« provata, e meglio supposta anziché appalesata evidente » e 
quindi in molti altri luoghi pure condannandone le conseguenze, 
e dichiarando che « a forza di ardite e antifilosofiche ipotesi, si 
o arriva a dar vita a delle entità che non possono averla, e a 
« supporre grandezze originate da operazioni supposte, e non 
« vere, ..... c facendo diventare idealmente possibile V impossibile 
«. e V assurdo ». E di questi assurdi imo è per lo appunto la 
dx — 0. 

163. Ma se assurda fosse questa equazione, che base può dirsi 
del calcolo differenziale, non cadrebbe al suolo, questo sublime edi¬ 
ficio ? No, a chi ciò mi dicesse io rispondo, no : l’equazione 
dx = 0 è un nodo gordiano. Niun algoritmico artificio, niuna me¬ 
tafisica speculazione a scioglierlo è atta ; e nemmeno a tanto sono 
valevoli i sublimi concetti dell’ infinito, e dell' infinitesimo : questi 
però, se non sciolgono il nodo, Io tagliano : se non dimostrano, 
tranquillizzano. Ed in vero è incontrastabile, che il dimostrare 
dx = 0 è un impossibile; poiché niuno potrà mai convincersi, che 
esista 1' ente nel nulla. È però incontrastabile, che col successivo 
impiccolimento della variabile, 1’ errore che si commette, facendola 
eguale a zero, diviene sempre piò tenue: incontrastabile è pure, 
che fino a tanto che dx si aggiunge ad S, o da S si toglie, si 
aggiunge o si toglie troppo; ond’è che per evitar questo trop¬ 
po, non v’ ha altro rimedio che astenersi dal porlo o toglierlo. 
Che se mi si dica che, col non porre o non togliere dx, in un 
altro errore cadiamo, perché o porre o togliere si dovrebbe, ecco, 
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10 rispondo, ecco perché ho io dichiaralo, clic le sublimi idee pur 
nnche dell’ inliuito o dell’ infinitesimo non sciolgono il nodo. Esse 
però ci portano a conoscere non solo 1° che si trascura un >/tud 
tale che per la sua parvenza già sfuggo al nostro pensiere, cosic¬ 
ché a buon diritto é già trascurabile ; ma 2 ' a conoscere ( ed è 
ciò che piu importa), che in vece del già trascurabile, che perciò 
impunemente trascuriamo, ci troviamo in tal condizione da potei 
trascurare in sua vcco una quantità di esso indefinitamente minore. 
(Juesto riflesso soddisfa la nostra mente e il nodo perciò, se non 
è sciolto, è tagliato. Chiaro ò quindi, che la </.r a rigore non ri¬ 
guardasi eguale a zero giammai. Non nei moltissimi casi, nei quali 

11 calcolo trae delle deduzioni dalle proprietà della d. r. giacche lo 
zero proprietà alcuna non ci offre : non nei casi nei quali le con¬ 
dizioni richieggono che debba essere essa o aggiunta, o sottratta ; 
giacché se poniamo Ssfcrfs = S? ciò si fa non perchè realmente 
si reputi dx = t). ma perché, trovandoci nella necessità di appi¬ 
gliarci ad un errore, il minus est cligcndum , ed è mollo minore 
il non aggiungere o togliere nulla, che aggiungere o togliere un 
quid, o sia pure il più piccolo immaginabile. 

164. Notiamo intanto che le speculazioni sulle dx, dg. ec. og¬ 
getto dell’ utilissimo calcolo differenziale, sono moltissime. Nella 
scienza dell' estensione le variabili ridotte a somma parvenza tal¬ 
volta ci offrono rapporti identici a quelli, che poi troviamo in gran¬ 
dezze simili di qualsiasi dimensione: il triangolo per es., che serve 
a determinare tangenti, soltangenti ec, vale a ciò perchè gli è si¬ 
mile il triangoletto differenzialo. I rapporti tra elementi di figure 
generatrici si applicano alle generate . e sono ausiliari potentissi¬ 
mi a togliere innumerevoli difficoltà. 

165. Nella scienza dei numeri, avendosi per es. la progres¬ 
sione 1 .-l.-L.-L.— .... JL , le forinole del termine ge- 

’ m * m» * m* * m* m« 

nerale e del sommatorio ci portano alla equazione 

I i 1 1 _m < 

(A) , + + = m _, - m ,,- 1(m _i) 

dalla quale risulta, che il 2° termine del 2 U membro è tanto mi¬ 
nore, quanto è maggiore il numero » dei termini; cosicché m / m -i 
è il limite, al quale, senza mai raggiungerlo, sempre più si ap¬ 
prossima la somma dei termini della progressione col crescere 
del loro numero. Ecco la giusta espressione in parole della forino¬ 
la (A) da preferirsi all’ altra, che è pure in uso, e che consiste 
nel dire, che 1° quando n è un numero infinito, 2 C il termine ne¬ 
gativo del 2° membro è un infinitesimo uguale a zero, e 3° che 
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la somala di questo numero infinito di termini è , Questir 
squarcio, sebbene brevissimo, nasconde nulla meno che tre cuori, 
esprime 1° un numero infinito : 2" un numero infinitesimo che 
non esistono: o 3* ci da , per somma, mentre non è somma, 
ma limite, ossia numero determinalo, clic la somma determinata 
dei termini tutti costituenti la progressione sino all’ ultimo, cui 
l'abbiamo recata, non giunge mai ad eguagliare, perché esso hi su¬ 
pera sempre di quel 2° termine del 2“ membro, che perciò trovia¬ 
mo affetto dal — . Accado però elio quando nella progressione 
siamo giunti a tale, che I’ ultimo termine considerato è trascura¬ 
bile, sebbene il numero dei termini, che potremmo aggiungere po¬ 
trebbe essere grandissimo, pure non potendo giammai la loro som¬ 
ma eguagliare il valore trascurabile dell 1 ultimo termine a cui ci 
siamo formati, questo, piu il seguito trascuriamo tranquillamente, 
ed eccoci alla S d.u = S. lì I’ intimo convincimento che ab¬ 
biamo di ben procedere nei nostri ragionamenti ci addimostra, che 
sopra solido piedistallo riposa il metodo infinitesimale, a segno, che 
il celebre Poisson fu di avviso tutte doversi le parti della Matema¬ 
tica insegnare con esso, Indiai 1 ,ezze dunquo non sono nel calcolo, 
ma sono talvolta nelle paiWe che ci permettiamo di usare non 
equivalenti a rigore ai segni algebrici che il calcolo ci offre: E 
perchè queste inesattezze non ci trascinino all errore, ben è il 
rammentare (nè la ripetizione di questa mia avvertenza vi spiaccia) 
che Infinito ed Infinitesimo come concetti, sono chiarissimi, come 
aggettivi esprimenti attributo, sono non già poco concepibili, sono 
non Ttrtecpibili affatto, perche assurdi (§ 157). 

166. Dunque avresti tu la temerità di darci ad intendere, mi si 
potrebbe obbietfSre, che tanti Matematici e Metafisici sommi, che 
hanno fatto uso di queste ora ila te condannate espressioni, hanno 
commesso inesattezze ed errori? No, io direi a chi in tal modo mi 
rimproverasse, no: siete troppo facili a precipitare giudizi. A giu¬ 
stificazione di tante non proprio espressioni usate da celebri autori 
giovi il riflettere che, fatte le debite premesse, il parco uso delle 
medesime è lecito. Dico inoltre, che di alcune ( sebbene improprie 
a rigore) giova fare uso, corno atte ad abbreviare il discoiso, ri¬ 
sparmiando circonlocuzioni, che sarebbero necessarie, volendo fai 
uso di parole giusta il senso loro proprio. E di piu aggiungo an¬ 
cora, che talune espressioni , sebbene assurde giusta il senso pro¬ 
prio, danno maggiore forza al concetto. Tali sono per es. que modi 
di esprimere la negazione di una cosa con parole affermative sì. 
ma associate a cose, o a condizioni evidentemente impossibili. Così 
col dire « il limite d‘ una progressione è uguale al numero infi¬ 
nito dei suo i termini, usiamo una affermazione, che evidentemente 




nega, perchè 1’ affermata eguaglianza dipende da ima condizione 
impossibile, qual' è il numero infinito dei termini, lu simili casi noi 
forziamo la nostra mente ad accettare una finzione, quale è quella 
di essere giunti ove abbiamo certezza, che non si giunge giammai. 
Ci slanciamo verso il termine della eternità, ove siamo convinti che 
il nostro slancio è frustraneo, né ci vien pentimento di questa il¬ 
lusione, nella quale avvertitamente ci siamo posti : che anzi quasi 
ci compiacciamo di questa nostra condiscendenza. Nè a ciò io mi 
oppongo: mi basta solo che si riflotto, che il ciò fare è condiscen- 
za, e non esattezza. 

167. Io non mi lamento perciò dell’ uso di tutte quelle espres¬ 
sioni, che ho dichiarato inesatte. Ciò che non approvo ò l’introdurle 
in uso, senza nemmeno la prima volta avvertire, che assurde sa¬ 
rebbero, se loro si dasse il significato proprio. Cosi tolleriamo pure, 
che si dica essere il numero dei termini d’ una progressione infi¬ 
nito non in attualità, ma in potenza, e simili: ma non si trascuri 
di avvertire, che queste parole « potenza, virtualità, virtuale con¬ 
seguimento dell' infinito » sono precisamente parole inopes rerum, 
nugaeque canorae. Virtù o potenza di conseguire significa possibi¬ 
lità all’allo: e possibilità di giungere all’infinito ò possibilità, clic 
non potrà mai effettuarsi, è potenza impotente, u potenza priva della 
sua essenza, priva di ciò, in cui dessa onninamente debbe consi¬ 
stere. Possibilità di ridursi all'atto, e impossibilità di ridurvisi sono 
idee in collisione. 

168. L’ uso inveterato di queste espressioni senza che sieno 
mai intese come lo si debbe, ha trascinato anche Uomini sommi a 
farsi schiavi dell' abitudine, e a prenderlo in senso proprio. Cosi 
quaudo Gioberti ha dotto che « divisibilità e ampliabilità infinita 
u esprimono una vera potenza, e non un allo » con quell'e¬ 
piteto di vera egli mostra di credere, che non sia un nulla questa 
potenza impotente. Cosi quando la Foniaine. nei suoi Elementi della 
Geometria dell'infinito ci dichiara « che tutti i termini dei quali è 
« composta una serie in sé stessa, benché non possono tutti in- 
« sieme essere abbracciali e considerati dal mio spirilo, sono pero 
« egualmente reali; c il numero ne è infinito] e quindi il numero 
« infinito esiste realmente, come esistono i numeri finiti » può 
egli più esplicitamente darci a conoscere che egli ammette la reale 
ed attuale esistenza dol numero infinito? E Bussel quando nella 
sua memoria premiata nel 1842 dall’ Accademia di Rouen ci dice, 
che « il principio di continuità (inseparabile dalla divisibilità senza 
termine) legge universale, cui sono sottomessi tutti gli esseri della 
natura, come anche tuli i nostri concetti individuali, esiste at¬ 
tualmente nel circolo non viene anch’egli ad ammettere il numero 
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attualmente infinito? E La Foniamo, Gioberti, Russe! non sono i 
soli che versano in questo errore. 

160. L’ esattezza poi del discorso intorno ull’ Infinito è tanto piu 
a desiderarsi, quando si tratti di cose nello quali l'infinito a rigore 
non ri ha la menoma relazione. Nel che è a rimarcarsi questa ap¬ 
parente contraddizione che, mentre non si dà numero infinito.-è poi 
soltanto nelle speculazioni relative al numero e non in altro , che 
il concetto dell infinito ha sua sede. Non dobbiamo perciò prendere 
per sinonimi l' infinito ed il massimo. Un preclarissimo ingegno 
ci lasciò scritto « La qualità <• iti tult' altra natura che quantità. 
« Il maximum ili qualità esiste , ed è Dio, egli stesso che è 
I ottimo in se. » Il citato autore prova in somma, che non vi ha 
contraddizione nell’ ammettere il maximum ueli’ ottimo, ma vi ha 
per ammetterlo nel numero. ■ Non v’ha il massimo numero pos¬ 
sibile, ma ri ha il piu allo grado di realtà possibile che è Dio. » 
Con 1 Immutabile si accorda il massimo, non l’infinito, nel 
di cui concetto sta 1' idea d' una mutabilità successiva richiesta da 
un successivo interminabile aumento (§ 444 ). 

E non potendo il concetto dell’ infinito aver luogo, se non 
quando trattasi di quantità numeriche ossia suscettibili di gradua¬ 
lo determinabile aumento e diminuzione, ecco perchè io non ho 
applicato in tutta questa trattazione alla parola infinito 1’ epiteto 
di matematico: sarebbe ciò stato un inutile pleonasmo. 

E sapete poi ove mi fu dato trovare il citatovi squarcio, che 
mi recò a sempre più convincermi non potere l’infinito aver luogo 
che trattando di numeri; e a Dio competere 1’ epiteto non d’infi¬ 
nito preso a rigore di termine, ma di massimo ? Fu in uno scritto 
sull’ Ottimismo di Kant, quando, in quel sofo profondo il ticchio di 
singolarizzarsi creando nuovi sistemi non lo aveva indotto an¬ 
cora a togliere ogni barriera fra i fenomeni e i nomeni, quando an¬ 
cora non si era disposto a demolire il ponte di passaggio di D’A- 
lembert fra il me ed il non me, la via lastricando ai deliri di Fi¬ 
chte, di Sehelling e di Hegel, intorno ai quali ( sebbene fram¬ 
misti a lucidi sublimi intervalli) non possono attualmente astenersi 
dal ridere gli stessi scienziati Alemanni. 

170. Un ultima riflessione, ed importante sulla necessità del- 
1 esattezza delle idee intorno all'infinito e all'infinitesimo, è il ri¬ 
marco, che tutto soggettivo è il loro concetto. Esso si fonda sulla 
legge di continuità, pei la quale le grandezze si geometriche che 
aritmetiche si riguardano come suscettibili di divisioni senza termine, 
e costituite da infiniti elementi capaci anch’ essi di suddividersi al- 
l’infinito. Ora questo concetto ó tutto proprio della nostra imma¬ 
ginazione, non riferibile per nulla agli oggetti esterni. La graduata 
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ed insensibile divisibilità dei corpi all' infinito è impossibile. Dai sa¬ 
pienti della Grecia si cercò di nascondere questa impossibilità col 
distinguere la divisibilità in atto dalla divisibilità in potenza che 
abbiamo rimarcato (§ 107) esserp un flatus vocis: e in questo er¬ 
rore ò caduto anche Kant. 

171 Nelle sue Antinomie egli non esclude la possibilità di un 
tutto divisibile all’infinito, l’impossibilità concedendo di un nume¬ 
ro di parti attualmente infinito <• perchè essendo le parli ( egli 
dice, j contenute nel tutto in qualità di aggregali, nel tutto non 
cape l’intera serie delta divisione, la quale è successivamente in¬ 
finita, intera e compiuta giammai, essendo sempre crescente, ma 
sempre limitata in ogni successivo istante in cui si considera ». 

Ma i ella mia teoria atomica venuta in luce nel 1835 alla 
pag. 66 io mi opponeva a queste vedute « A che vale, io diceva, 
« considtrare le parli nel tutto in qualità di aggregati, eia se- 
« rie liti itala in ogni istante successivo ? Se la bizzarria non 
« ci pret de di credere, che nel procedimento della divisione si 
» creino nuove parti, se si rifletta che si separano soltanto le 
h già esi tenti, è chiaro che ammettere collezione di parti, per la 
" cut sei arazione in gruppi sempre meno complicati, vi vorrebbe 
« un leu oo senza fine, stiona lo stesso che numero a/ttual- 
« meu e infinito ». Non divergiamo: la quistione non ista nel 
discutere se mezzi e tempo abbiamo a nostra disposizione per se¬ 
gregare i li uni dagli altri, e contare gli atomi tutti per es. di un 
cristallo i quarzo: no: la quistione si aggira soltanto in sapere, 
prescindi ido da ogni difficolt i di separazione, se attualmente sia 
infinito i loro numero : e la juistione è già sciolta, quando abbia¬ 
mo dimo trato (§ 152) che i numero infinito è impossibile. Dn 
solo ator o tu immagina di ai giungervi tratto da un altro cristallo; 
o tosto q el numero perde qu Ila infinità, ossia quella maggioranza 
sopra og i assegnabile, che l i gli avevi attribuita. 

172. Altri poi, mentre ci concedono 1’ impossibilità di un nu¬ 
mero att almente infinito, ci negano in vece I’ esistenza dei veri 
atomi se ìplici indivisibili per sè stessi ; giacché la estensione è 
da essi < eduta essenziale alla materia, donde la necessità della 
legge de continuo nella sua divisibilità interminabile. Anche noi 
ammetti: mo, essi ci dicono, che in attualità il numero è sempre 
finito, sempre tale nelle successive sue divisioni ( quando anche 
prosegui: sero in eterno) poiché le parti che successivamente si 
otterrebb ro sariono sempre meno, ma sempre per loro essenza 
compless , cosicché parti incomplesse non solo non possono otte¬ 
nersi, m: non esistono, poiché non esistono parti cui manca ciò 
che è necessario alla propria esistenza. E contro questo sofisma 
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cosi w scriveva in una memoria sulUi semplicità degli elemtnti 
ilei corpi inserita nel Giornale sci^Tilico-lotterario di Perugia nel 
18*3 alla pag. 133 « noi in tal mi sa avremmo componenti uniti 
« insieme senza componenti, iT condizionale, direbbe Galu/ipi 
« senza la condizione, quelque cose, direbbe Belicrcz, qui est coll¬ 
ii stilati ; mais rien qui constitue » e a suggello di questa verità, 
direbbe Rosmini ; « la dove sono i molti, vi debbo esser V uno ». 

173. E di questa verità vuoi pure una prova di l'atto la più 
convincente? Volgi il pensiero al famigerato problema di Zenone 
sul moto, alla sfida fra la tartaruga ed Achille. Questa dice : Achille, 
che dista da me d'un chilometro, non potrà mai raggiungermi, seb¬ 
bene del doppio più veloce di mo, se entrambi comincieremo a 
muoverci nell’ istante medesimo, e nella stessa direziono. Quando 
in un’ora per es. avrà egli percorso il detto chilometro, io mi tro¬ 
verò di 500 metri piu innanzi ; quando poscia in mezz’ora avrà egli 
percorso questi metri 500, io mi troverò avanzata di altri 250 metri, 
o con tal legge progredendo, per tutti i secoli dei secoli io non mi 
troverò giammai raggiunta. E la tartaruga, clic sembra avere ben 
ragionato, s’ inganna. 

D’ altra parte così Achille argomenta. Io l’avrò raggiunta uel- 
l’istante che avrà essa percorso un chilometro, perchè del doppio 
io di lei più veloce avrò percorso in due ore e il chilometro che 
fra essa o me intercedeva, e 1’ altro, alla fino del quale essa nello 
stesso due ore sarà pervenuta ; e Aclille colpisce nel vero. 

174. Il ragionamento della tartaruga è fondato sul trovarsi 

essa sempre innanzi di un termino nella progressione decrescente 
senza fine 1, 4 / t , %••••> U ragionamento di Achille è il ri¬ 

sultato della soluzione di una semplicissima equazione di 1° grado; 
giacché, chiamata x la strada ignota percorsa dalla tartaruga sino 
all’ incontro, lo condizioni ci danno 1 +1 = 21 , donde a: = 1. 

175. Ora e come mai l’Algebra l'infallibile nelle sue deduzioni 
a qualunque dei suoi arlificii ricorrasi] dà un risultato vero per 
l’uno, o falso per l’altra? No, rispondiamo: le deduzioni algebri¬ 
che sono giuste entrambe, non così i dati del problema; poiché, 
mentre esatti sono quelli posti da Achille, falsi sono i dati cho 
immagina la tartaruga. Se dessa in realtà trovare si potesse suc¬ 
cessivamente, in ciascuno dei termini della progressione, cho non 
ha fino, non sarebbe raggiunta giammai. Ma essa non ha riflettuto 
che la progressione decrescente ha un limite non raggiungibile dalla 
somma dei suoi termini, limite cho nel caso di cui si tratta è due 
chilometri, o due ore. E allorché essa ha detto, che Achille non 
mi arriverà in eterno, non si è accorta che veniva a compendiare 
1 eternità in due ore, o in due soli chilometri il raggio della sfera 

X 
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di Empedoclo, ossia il raggio della immensità dello spazio, perchè 
può ad esso supporsi eguale una retta, lungo la quale camminando 
sempre, al di lei termine non si giungo mai. 

1 76. Commetterei un simile errore, se, ragionando come la 
tartaruga, prendessi a sostonorf, che l’indice delle ore osservato 
nell istante elio nella mostra d’un oriolo segna la prima ora, non 
può in prosecuzione di cammino essere mai raggiunto dall’ indico 
dei minuti. E soggiungessi ciò accadere, perchè, mentro l’indice dei 
minuti giunge al segno che marca la prima ora, quello dello ore 
si trova giù innanzi di */ l2 ; mentre questo dodicesimo sarà percor¬ 
so dall indice dei minuti, quello dello ore si trova innanzi di un 
dodicesimo elevato alla 2 M potenza, di un dodicesimo elevato alla 3 °, 
quando 1 ’ altro ha percorso il dodicesimo alla 2 ', e cosi di seguito 
senza fine. 


177. Coglierei poi nel vero, se ragionassi, come Achille, se cioè 
chiamata I la distanza fra i due semoventi, chiamato m ed I le ri¬ 
spettivo velocità, riflettessi, che la linea cho dee percorrere l’indice 
dei minuti por raggiungere quello delle oro, ossia I x, è ugualo 
a 12 volte, e in genere ad m volte, la linea x, che Dello stesso 
tempo percorre 1 ’ indice delle ore, se riflettessi cioè, cho 1 + i 
= m x, donde x = , = y tl nel caso nostro. E cosi mi av¬ 

vedrei, cho quell indico delle ore che sembrava non raggiungibile 
giammai nella serie dei secoli, lo è nell’ istante, che è giunto a 
percorrerò */;, soltanto dell’ intervallo fra un ora e l’altra, e perciò 
® raggiunto in fine di una eternità, cho ò più breve di un mozzo 
minuto. La linea 1 x poi percorsa dall’ indico dei minuti per 

raggiungere T altro dello ore, che ò perciò 1 j. «/ = mf _ 

/* 1 » val0ie » cui ci reca la soluzione del problema ottenuto per 
mozzo d’ una semplice equazione di 4" grado, non differisce nem¬ 
meno di un iota dal risultato che ci dà la teorica delle progres¬ 
sioni. Infatti questo medesimo m / m _ t che altra cosa non è, che il 
quoto di una divisione in cui un dividendo qualsiasi supera di una 
unità il divisore, possiede, allorché si svolge in serie, la bella pro¬ 
prietà espressa dalla 

m . , \ 4 1 4 4 

m —1 m m 2 m 3 * m ' 1 ra«—* (m— 4 )’ 

o questa identica equazione si deduco pure dalla formola (A) al §465, 
forinola, che ci esprime la somma dei tormini della prdgressione 
a qualsiasi di essi ci piaccia fermarci, somma cho si ottiene por 
mozzo della applicazione delle due formolo generali analitiche delle 
progrossioni per quoziente decrescenti. 

478. Non ò dunque l’Algebra cho c’inganna. Sono i dati falsi, 
che in ossequio alla chimerica leggo di continuità Io si danno, suppo- 
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nendo esistente in realtà un numero infinito di spazioli e tempu¬ 
scoli, che vanno decrescendo, come suole inesattamente dirsi, sino 
all infinitesimo, sono, io dico, questi dati falsi, che recano all'assurdo. 

E coloro, che imitando il modo di ragionare della tartaruga di 
Zenone, ammettono ancora la divisibilità della materia alTiufinito, 
e credono trovare un appoggio alle loro illusioni, affidandosi alle 
dimostrazioni della divisione senza termine, le quali sono dato dalla 
Geometria nei suoi tij>i ideali di linoe, superficie, volumi, io 
spero che troveranno quanto basti a convincerli del loro errore e 
nella sfida perduta dalla tartaruga, e molto piu nel fatto visibile, 
cho 1 indice dei minuti (indice che se nel moto dei corpi la legge 
di continuità si verificasse, mai raggiungere dovrebbe quello delle 
ore ) lo raggiunge e sorpassa in ogni giro cho compie. Si: lo spero. 
Questo sguardo a una mostra da oriolo che funziona, basterà, perchè 
Segnius irritane animos demissa per auree, 

Quam quae sani oculis subiccta fidelibus . 

179. Che se oltre al fatto, che cade sotto gli occhi, si desi¬ 
derassero anche convincenti parole, oh ! non crediate già che nel 
mio settantaquattresimo anno voglia dirvi alcuu che di nuovo: vi 
ripeterò quelle parole medesime, che nel 1835 io posi alla pag. 566 
del primo volume dei miei elementi di Matematica, cho cioè « se 
« la nostra immaginativa sa ideare suddivisioni senza loro cern¬ 
ii cedere termine, alle forze e ai voli del pensiero non corri¬ 
li sponde la realtà delle cose, e la divisibilità all’ infinito dello 
« spazio e del tempo. » E a questo concetto, che avvalorare po¬ 
trei con 1 autorità di moltissimi, mi piace di dare suggello con le 
parole di uno dei più reconti e celebri Matematici il Duhamel, che 
alla pag. XII Tomo IV nell’ insigne opera, des methodes dans Ics 
Sciences de raissonement i a Edizione 1870 scrive « il tempo e lo 
u spazio, questi due pretesi esseri sono creazioni fantastiche 
« della immaginazione dell’ uomo. » 

180. E se intorno alla impossibilità di trovare applicabile al 
concreto i concotti dell’ infinito e dell’ infinitesimo vogliamo spin¬ 
gere più oltre le nostre riflessioni, entrando nel campo della ideo¬ 
logia, altro non posso ripetervi, clic il sunto di quelle idee che io 
esposi nelle mie lezioni di metafisica, interinalmcnlc da me dato 
in questa Università nel 1829, e cho sotto il titolo di pensieri 
sull oggettività delle sensazioni vennero in luco l’anno 1837 nel 
Giornale letterario scientifico di Perugia. Convinto come io ora 
dagli evidentissimi argomenti addotti intorno alle qualità sensibili 
dei corpi dal grande Pisano, e da quanto nelle sue Meditazioni 
dimostrò il celebre Cartesio, e vieppiù confermo nel suo Saggio 
deli intendimento umano l’illustre Locke, io mi sentiva necessitato 
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a tutte togliere dagli esterni oggetti senza eccezione veruna non 
solo le secondarie, ma le primarie qualità sensibili puranclie i colori 
e le resistenze ; e riguardava come incoerenti ai loro principi que’ fi¬ 
losofi, che dopo di avere riconosciuto tutte essere proprie dell’ io 
che sente le sensibili qualità, in altri loro scritti poi dall’abitudine 
trascinati ad illaquearsi di bel nuovo nei pregiudizi appresi sin 
dall'infanzia, ci dichiararono come esistenti negli oggetti esterni le 
linee, le superficie, i volumi, il grande ed il piccolo, la misura ed 
il misuralo, il maggioro e l’eguale, o tutt’altro che alla estensione 
appartenga, ed a cui si dà impropriamente il comun nome del 
fuor di me. Obbligato allora a volgere di nuovo il pensiero 
nelle abbandonate scienze speculative, io vieppiù rimarcava in vari 
autori questa incoerenza. Vincere fio diceva tra me, il veggo bone) 
vincerò lo contratte abitudini non è fucil cosa : ma una volta che 
io mi sono convinto essere modi miei e le resistenze e i colori, 
dubitavo più non posso, e ritenere anzi debbo per certo, che le no¬ 
minate percezioni di linee, superficie, oc., percezioni, che io ap¬ 
punto ho per mezzo dei colori o delle resistenze, sieno in me, e 
non nei corpi da cui sono prodotte. Ed infatti impossibile egli è 
che vi sieno esclusivamente, perché se ili totalità nei corpi, dunque 
per niun modo sarebbero in me, ed io perciò non ne sarei, come 
no sono consapevole. Egli è pure impossibile, che simultaneamente 
sieno e nei corpi ed in me, perchè mi ripugna dividere con altri 
ciò che sento esclusivamente esser mio. 

Conchiudeva perciò, che il cosi detto fuor di me è tutto 
mio, e non è a confondersi col non me, la cui esistenza ò dal 
me giudicata, ma non sentita. 

181. Sebbene però, lo sensazioni delle resistenze c 'colori e l’e¬ 
stensione per ossi percepita, sensazioni costituenti il cosi detto 
fuor di me, non sieno negli oggetti, nulla di meno possono 
bene a ragiono chiamarsi di toro natura oggettive, o meglio rap¬ 
presentative per distinguerle da quello degli altri sensi. Di tal na¬ 
tura infatti esse sono, da olTrirmisi composte di molte c molte parti 
distinte, il che non accade nello altre. E tale particolare carattc- 
risca fa si, che questa moltiplicilà di parti io riconosca pur anche 
nei corpi, una ad una corrispondenti alle parti da me sentite o 
simultaneamente o successivamente sì nello resistenze che nei co¬ 
lori. La natura perciò di tali sensazioni può dirsi in questo senso 
ma in questo solo senso, oggettiva, in quanto cioè mi reca a ri¬ 
conoscere negli oggetti esterni una pluralità, di parti, la sola 
pluralità però e nuli’altro. Ecco ciò che unicamente dei corpi io 
conosco. Di molto particelle risultano, ma cosa queste particelle 
sieno in sè stesse, quali le loro proprietà io ignoro. E siccome i 





» 


£ - 85 - 

si modi con i quali l'estensione mi si manifesta nei colori Q 
nelle resistenze non sono vivamente, anzi il sono appena, 
piacevoli o dolorose, questa deficienza <li vivacità (la quale è la 
prova suprema elio altro non sono le sensazioni se non l’ io che 
sente) questa deficienza influisce a farmi contrarre l’abitudine di 
confondere e resistenze e colori con le cause che li producono, o 
in esse credere di sentirli. Ma la illusione di credere di sentire in 
altrui, viene dileguata dalla riflessione. Essa mi fa conoscere, che 
sensazioni, possedute indivise ed in solidum da me e dagli esterni 
oggetti, sono un' ibrida comunanza impossibile. L'estensione feno¬ 
menica è tutta in me, o non uei,corpi che no sono soltanto l’i¬ 
gnota cagione. Quindi crcdorla essenziale alla materia, e, per poter 
sostenere quest’ assurdo, ammetterò la sua divisibilità all’ infinito, 
e negare 1’ esistenza dell' atomo inesteso è un soprapporre errore 
ad errore, è un vergognoso pentirsi di aver tolto ai corpi le sen¬ 
sibili qualità. I veri non vanno accettati per metà. Non bisogna 
una volta annuirvi, e un’altra volta ricusarli per non allontanarsi 
dalle vecchie abitudini. 

182. Rammento ancora che un dotto illustre, versatissimo nello 
scienze della natura, ma ben poco nello speculative, meco dispu¬ 
tando sulle qualità sensibili dei corpi, quasi in aria dileggiarne di- 
cevami « a quel suolo che ti sostiene, a quel suolo toqli pure 
tutte le altre qualità sensibili; ma lasciagli almeno la resistenza. » 
Ed io : no, gli rispondeva sul serio : spogliarlo è d’ uopo di tutto 
ciò che ad esso non appartiene: figurati, che sia seminato 
di angolosi acutissimi ciottoli, o che tu lo percorra a piò nudi. 
La dolorosa resistenza che allora tu provi, dimmi, è tutta tua. 
o la è in parte ancora del terreno su cui cammini, cosicché desso 
essendone compartecipe, possa dirsi, clic tu la senti meno intensa, 
perchè fra te ed esso divisa? Ed egli no, no, soggiungevano, quella 
dolorosa resistenza è tutta mia : dessa ò il me nel tal modo di 
essere — Ma prosegui ^scrutinare il tuo intimo senso: esamina 
se in quella dolorosa sensazione dato ti fosse di distinguere alme¬ 
no, se non separare, il dolore che tu provi dalla resistenza, sicché 
tu possa (sebbene di malavoglia ) appropriarti il dolore, e il rima¬ 
nente della resistenza donare al terreno. Un minuto di riflessivo 
silenzio subentrò allora al dileggio ; o poi : no, mi rispose, dolore 
o resistenza, io puro m' avveggo, che non sono due distinti ele¬ 
menti della resistenza dolorosa: sono inseparabili, sono uu unum 
et idem. E dopo queste riflessioni convenne nello mie idee, conobbe 
la necessità di non confondere gli effetti con le cause, c bene an¬ 
eli’ egli si avvide, che se Berklcy ebbe il torto di faro la materia 
eguale a zero, ebbero tutto il dritto que’ sapienti clic lo precedei- 
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tero, Galileo, Cartesio e Locke di farla eguale ad x, ossia di ri¬ 
guardarla per una incognita, spogliandola di tutte qualità sensibili 
per arrichirne in vece il patrimonio del me che solo sente 
allorché gli organi corporei con cui io sono in commercio, si tro¬ 
vano sotto i colpi delle impressioni che vi fanno gli oggetti esterni. 
E così qué sommi ingegni non confusero, siccome fanno alcuni 
moderni, le sensazioni del me con le impressioni negli organi 
dalle quali sono precedute. Quindi io era allora, corno il sono at¬ 
tualmente nel pieno convincimento che il liconoscere come proprietà 
unicamente nostra le nostre sensazioni, quando tale riconoscimento 
è accompagnato dal giudizio, che vi sono cause esterne dallo quali 
sono prodotte, non è professare idealismo di sorta alcuna : non il 
cosmologico di Berldey, perché non neghiamo i corpi : non 1’ on¬ 
tologico di Malebranche, perché non crediamo di vederli in Dio : 
non il critico di Kant, e l'apriorismo di vari moderni, perchè rotto 
non é per noi il ponte di passaggio tra i fenomeni e i nomeni, 
tra il me ed il uou me. Riconoscere come nostra proprietà 
il sentire, e come causo non conosciute i corpi, è un dare uni¬ 
ci lique suum, è un rivendicare i nostri diritti « c, io diceva iu altro 
« mio scritto « è un convincersi di questa quanto semplice, al¬ 
ti trellanto sublime verità, che noi non sentiamo in noi stessi 
« elle quanto è in noi ; o per dirlo con la frase spiritosa dal 
« profondo Ancillon ( Saggio sul primo problema della Filosofia ) 
« noi non abbiamo che la coscienza ( c la riguardi pure Moleschott 
« come un termine enfatico delle scuole, e la schernisca pure Laugel 
« nei suoi problemi sulla vita con gli epiteti di chelif, vaine, mi- 
« serable) noi non abbiamo che la coscienza su cui appoggiarci. 
« Al di là non possiamo più respirare , ed il vuoto ci soffoca » 
(Purgolti - Riflessioni sulla teoria degli atomi pag. 70 Perugia 1833). 

183. Preoccupato da queste idee, io non poteva convenire con 
quelle esternato dal Galluppi nei d’ altronde pregevolissimi suoi 
elementi di Filosofìa pochi anni prima usciti alla luco, o in molte 
scuole adottati per testo, convenire non poteva sulla da lui pretesa 
oggettività delle sensazioni, cosicché ingenuo io mi sentiva iu 
debito di non usaro cogli Allievi un linguaggio in conlraddiziono 
con i modi mici di sentire, e perciò loro asseriva, che le parole 
pili volte usate dal Galluppi « io sento gli oggetti esterni « espri¬ 
mono un’ idea falsa , e d' uopo era sostituire ad esse queste altre: 

“ io sento i mici modi di essere, o giudico che una causa me li 
<> produca » Altro è infatti, io soggiungeva, che una impressione 
a fatta nei mici organi produca tu me una modificazione, altro 
» e che questa causa si manifesti in una mia modificazione. Altro 
« è dire io sento, altro è dire io mi accorgo, che esiste un og- 
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« getto diverso dal me clic sente. > Questo secondo giudizio non 
ó incluso nel primo. Ed a quei scolastici, elio mi si opponevano, 
io adduceva le parole del sommo filosofo d' Aquino « scnstis nec 
" componi 1 , nec divalli, tacere affirmalionom vel negatiotuw est 
" proprium inlellectus. » ( In IH De anima Lcct XII ). 

184. Ma f oggettività delle sensazioni proclamata pochi anni 
prima dal celebre Galluppi, contro la quale nelle mie lezioni io mi 
opposi, apparve nell’ anno seguente favorita da un altro sommo 
filosofo, il chiarissimo Rosmini, giacché nel 1° Volume del suo 
Saggio sull'origine delle idee per la prima volla edito nel 1830 con 
meraviglia io lessi « che » tra ì miglioramenti arrecati nella mo¬ 
li doma filosofia uno dei piu nobili fu quello, che in Italia fese 
a il Galluppi, stabilendo 1 oggettività delle sensazioni. » Cessò 
però in me ogni stupore allorché dato mi fu di conoscere, che da¬ 
gli argomenti da lui addotti in proposito ( i quali uon mi convin¬ 
sero affatto ) convinto non no era nemmeno egli stesso ; poiché 
trovai in seguito alla pag. 243 del Volume li. che disdicendosi di 
quanto aveva asserito, affermò questo vero solenne « che non è 
« possibile accordare ai soli sensi la percezione della esistenza 
« dei corpi. » E questa bene esplicita sua sentenza, che lo portò 
poi a dire ( Volume III pag. 373) che <• la dottrina del Galoppi 
a è molto ingegnosa, ma noti la vera « ci fa pure conoscere chia¬ 
ramente essere stato anche Rosmini nella ferma credenza che 
1' estensione, la quale o come colore, o come resistenza continuata, 
si ha per mezzo dei sensi, non dandoci la percezione dell’esistenza 
dei corpi, nei corpi non sia, e quindi, che abbia riconosciuto egli 
pure, che tutto subbiettivo è l’edificio della scienza delle quantità. 

185. Venticinque anni dopo in conferma di queste antiche mio 
ideo intorno all’ estensione, che io escludeva dai corpi, le quali a 
taluni parvero assurde, io vidi ad esse uniformarsi il più volte lo¬ 
dato Ab. Bravi, giacché aucli’ egli alla pag. 223 della sua Filosofia 
delle Matematiche ci espone che « al concreto non può competere 
« nella intera sua estensione la proprietà del continuo » o alla 
" pag. 363 più esplicitamente dichiara, che lo sforzo di spingersi 
a col pensiore alla fine di serie interminabili, cortamente non è 
« una operazione oggettiva, ma in vece di natura al tutto sog¬ 
gettiva. » L' infinita dirisibilità della grandezza é idea sog¬ 
gettiva: la proprietà del continuo fonte di questa divisibilità è idea 
soggettiva: eminentemente soggettiva ed ipotetica insieme è la serie 
infinita, e il di lei protraimenlo all'infinito ». 

186. Conformi allo esposte antiche mie idee quello vidi puro 
dell illustre Coiteux, che nella Esposizione dei veri principi delle 
Matematiche alla pag. 63 dice ai suoi lettori « non solamente voi 
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« non vi rappresentalo (’ infinito; ma la vostra ragione, la mia 
« almeno, certamente protesta contro la realtà possibile ili una tale 
« estensione, di una tale quantità ». lì alla pag. 64 o IU> 
lien manifesta come egli escluda I estensione dai corpi, dicendoci 
» Ragionando sopra una cosa chimerica, coma è l’ estensione, c 
« poste a parte le considerazioni metafisiche clic provano la sua 
« non realtà, ec. 

187. Non dissimili agli indicati modi miei di vedere quelli fu¬ 
rono pure, che in seguito adottò il chiarissimo Tommaso Vaipersa, 
poiché nei suoi Principi filosofici alla png. 97 francamente ci e- 
spone « che V estensione ai corpi non appartiene fuorché in 
apparenza ». 

188. Della stessa opinione convintissimo uno pure mi si ad¬ 
dimostra dei più distinti Fisiologi, che di tante bello scoperto ha 
recentemento arrichito l'Anatomia e la Fisiologia relativamente alla 
struttura o alle funzioni dei sensi (già m’intendete) il celebre Hel- 
monlz. Egli nelle sue conferenze tenute tre anni fa in Iledclberg 
( Revue scienti fique II Decembre 1861) pag. 24) sostenne « che le 
« sensazioni non sono per noi che i simboli degli oggetti cster- 
« ni, ed a questi essi sono a un dipresso ciò che à la scrittura 
« o la parola alle cose che esse rappresentano » e più chiara¬ 
mente si appalesò essere del mio avviso, allorché soggiunse che 
« le sensazioni ci danno , egli è vero, un’ idea dei dettagli del 
u mondo esteriore, ma questa idea non vai meglio che quella che 
» dar noi potremmo dei colori ad un cieco ». 

189. E trovo cl^e da questi miei sentimenti affatto non si diparte 
il celebre autore della recente Opera Dei metodi nelle scienze di 
ragionamento; giacché nel Tomo IV. pag. 14.Paris 1870 ci espone 
« che nella scienza dei numeri e della estensione si fa astrazione 
« dalla materia stessa, e nel mondo ideale della grandezza, figura, 
« enumero si vede che potrebbe in noi rimanere il medesimo sen¬ 
ti timento del mondo, materiale, che esso ci dà ora, quand’ anche 
« fosse annientato ». 

190. Finalmente, sembrerà strano, ma agli antichi modi miei 
di vedere anche più unisone trovo alcune espressioni dell' esten¬ 
sore del periodico. «La philosophie positive», il Littró. Egli infatti 
sebbene alla pag. 26 N. 1. 1867 ci dichiara, che la scienza positiva 
non conosco nel mondo che ò a lei accessibile, che materia e pro¬ 
prietà della matoria, non altro cioè se non ciò che si vede e si 
tocca, puro alla pag. 166 del N. 5. 1869 si trova obbligato a con¬ 
traddire allo sue or citate parole, e ad affermarci « che la fenome¬ 
nalità, la sola accessibile si presenta sotto una forma che noi 
chiamiamo materia ; e che ci fa comodo per tulli gli usi della 



- 89 - 

vita considerarla corno un essere: ma in fondo non ne sappiavi 
nulla. » Con le quali espressioni senza accorgersene, anziché favo¬ 
rire il materialismo, viene egli a concedere che potrebbe in noi 
rimanere il sentimento del mondo non solo quand’ anche fosse al 
nulla ridotto, siccome dice Duhamel, ma quand’ anche il mondo 
uon avesse mai esistito siccome io sostenni nelle dette mie rifles¬ 
sioni sull' Oggettività delle sensazioni, ove alla pag. 290 asserii 
che « i idealismo non è un metafìsico assurdo » lo quali parole 
io confermo tuli’ ora, siccome pure luti' ora dichiaro, che segno 
darebbe di crassa ignoranza, e di non aver compreso il merito 
della quistione chi volesse tacciare di idealistiche le mie opinioni, 
e supporre che non creda alla esistenza dei corpi chi, bene o male, 
ha pure per 43 anni dalla cattedra esposte le atomiche loro rea-* 
zioni. Sostenere infatti, che queste reazioni nulla ci svelano di ciò 
che intrinsecamente in loro stesse sono le molecole e gli atomi, 
non è un negare 1' esistenza di essi o quindi dei corpi che ne sono 
gli aggregati o i composti. E con queste mie idee veggo convenire 
pienamente l’illustre Canizzarc, giacché nell’interessante discorso 
Ietto alla Società Chimica di Londra il 30 Maggio 1872 ( Gazzetta 
chimica italiana anno T 187 2 pag. 830) dichiara « che i fatti 
chimici non dimostrano e non contraddicono nulla sulla gran¬ 
dezza, la forma, la continuità, la distanza, e la disposizione re¬ 
lativa degli atomi » soggiungendo poco dopo, che «noi ignoriamo 
interamente quello che corrisponde a ciò che chiaviamo posizione 
sia nello spazio, sia nelle azioni delle differenti parti della ma¬ 
teria. o • 

191 . E tutte le esposte riflessioni ci portano l’intimo convin¬ 
cimento, che non solo i concetti dell’ infinito e dell’ infinitesimo sono 
puramente soggettivi, e niente afTalto esistenti negli oggetti concreti, 
ma puramente soggettivi pur anche i tipi tutti, e linee, e superfi¬ 
cie, e volumi, che la scienza dell’estensione considera. 

E ciò confermare mi è piaciuto con l’autorità dei citati illu¬ 
stri scrittori pur anche, non già perché dal folle orgoglio io sia 
preso di credere che dai ben poco diffusi miei scritti attinto ab¬ 
biano essi le loro idee ; ma perchè è soddisfazione d’ un amor pro¬ 
prio, che io non credo eccedente, il far conoscere che le medesime 
mio opinioni, che da vari furono contrariato, quelle sono pure, che 
hanno sostenuto o sostengono chiarissimi autori. 

Misura, delle linee, superficie, e volumi 

192. Se a dileguare que’dubbi rimasti ancora nelle menti di 
alcuni distinti Matematici intorno alla impossibilità da me dichia- 
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rata dei numeri incommensurabili, o delle proporzioni tra essi, io 
spero che gioverà quanto ho esposto intorno all' infinito e all’ in¬ 
finitesimo, spero che utili puro saranno lo seguenti riflessioni in¬ 
torno alle misuro dello tre specio di quantità esteso, linee, super¬ 
ficie, volumi. Per tale oggetto *io li prego seguirmi nelle mio 
riflessioni, spogliandosi di ogni idea preventiva ; ed incominciando 
dal prendere a maturo esame ciò che io vado ad esporre nel se¬ 
guente paragrafo. 

<93. Eccovi due formolo (A), (B). 


(A) .1 X 1 = <a - 1 

(B) .1 X I X 1 ■= 12 X 1 =13=1 


A primo aspetto esse ci donno un risultato finale identico che è 
1’ unità. L’ abbaco infatti c’ insegna che una volta uno fa uno ; e 
che anche quest’ uno già ottenuto posto una volta fa uno. Ma 
1’ abbaco non sempre in tutta sua pienezza ci espone la verità. 
L’ uno che ottenete nella forinola (A) (osservatelo bene) è 4 *, è 1 
elevato alla 2* potenza; e potenza e radice ò impossibile che sieno un 
unum et idem. Ora non essendovi differenza alcuna nel loro quantita¬ 
tivo aritmetico, uopo è elio vi sia nella qualità, ossia nella specie della 
estensione. L’unità di misura ac (Fig. l a J (e sia per esempio il metro 
lineare ) 
se venga 
moltipli¬ 
cata per 
sè stessa, 
dee risul¬ 
tarne un _ 

effetto. E 

questo be- Fig. i * 
ne noi possiamo concepire che sia come un movimento del metro 
lineare protratto parallelamente a sè stesso in un piano per quanto 
esso è lungo, ed in modo che ogni suo punto progredisca per di¬ 
ritto sul piano senza convergerò più da una che dall’ altra parte 
dei punti attigui. 11 prodotto che viene così generato da questa 
moltiplicazione prosegue ad essere 1; ma è 1», cioè 1 non più li¬ 
nea, come oc (Fig. 1 a ) ma 1 superficie, I quadrato, siccome è mn 
(Fig. 2*). 

In simil modo 1 è pure l’ultimo risultato della forinola (B), ma 
è 4*X<. ossia è t 3 ; e potenza 2 a e potenza 3 a non possono es¬ 
sere cose identiche anch’ esse. Là moltiplicazione di I 3 per 1, la 
moltiplicazione del metro quadrato pel metro lineare debbe qual¬ 
che effetto produrre: o non producendolo nel quantitativo aritme¬ 
tico, giacché è 1 tanto I 2 , cho 13, la diversità non può consistere 
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che nella qualità o specie della estensione, Possiamo anche qui 
concepire come effetto di questa moltiplicazione un movimento del 
metro quadrato oo ( Fig. 3 ), il quale dal piano orizzontale in cui 
giace in alto sollevasi soltanto per quanto è la sua lunghezza ov 
o larghezza vr ; e parallelamente a sè stesso in modo che'ogni 
suo punto progredisca per diritto, senza divergere più dall’una che 
dall' altra parte dei suoi punti attigui ; e ciò che viene cosi gene¬ 
rato, mentre prosegue ad essere 1, come lo è il suo quadrato ge¬ 
neratore 1* ossia or, non è più il quadrato or, ma è il volume 
op che chiamasi rubo. Misura perciò delle linee è il metro lineare 
ac (Fig. 1 a ), delle superficie il metro quadrato mn (Fig. 2 a ), dei 
volumi il metro cubo op (Fig. 3" pag. 90). 

194. Ho poi pregato prendere a maturo esame tutte le idee 
che ho svolte in questo paragrafo, poiché improbabile non sareb¬ 
be, che taluno imbevuto di falsi principi a primo aspetto fosse di¬ 
sposto ad approvarle, sebbene gli errori che vi he schiccherati non 
sieno nè pochi nè lievi, come le seguenti riflessioni dimostreranno. 

195. Io comincio dall’ esporre relativamente ai problemi in¬ 
torno alle misure della estensione una verità, quanto interessante, 
altrettanto palpabile ; cd è che « qualunque delle sei operazioni 
aritmetiche sia quella o quelle, per di cui mezzo si Ottiene una 
quantità estesa, le quantità, dalle quali essa deriva, sono della 
sua medesima specie». Le quantità estese su cui si eseguisce qual¬ 
siasi operazione non sono che rette (o curve prossimamente rettifi¬ 
cate) espresse per un dato numero di unità di misure lineari, se 
sono rette, e precisamente misure lineari i risultati che si otten¬ 
gono : sono superficie, e precisamente quadrati, se i risultati sono 
quadrati, essendo questa figura scelta dai Geometri per misurare le 
superficie: sono volumi, e precisamente cubi, se i risultati sono 
cubi, essendosi stabilito il cubo per misurare i volumi. 

196. Di questa verità niuno ifubita, finché trattasi di addi¬ 
zioni e sottrazioni, essendo di intuitiva evidenza, che parti omo¬ 
genee non cambiano uatura o unite si considerino, o segregate, o 
di esse si formi un insieme, o il loro insieme si diminuisca di al¬ 
cune: niuno in somma vi è, che non approvi essere dalla addi¬ 
zione e sottrazione alterata la quantità, ma non la qualità degli 
oggetti. Ma pur troppo (e permettetemi che Io dica ossere ormai 
una vergogna) pur troppo tutti coloro, che versano negli errori da 
me ora esposti (§ 193) di questa verità non si mostrano piena¬ 
mente convinti nei casi delle altre quattro operazioni aritmetiche 
moliplicasione, elevazione a potenze, divisione cd estrazione di 
radici. Eppure ! che cosa sono i risultati delle moltiplicazioni e delle 
elevazioni a potenze? Prodotto è un moltiplicando, su cui è caduta 
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una ripetizione : potenza è una radice ossia un moltiplicando, su 
cui è caduta una ripetizione di ripetizione. Quando dunque il prodot¬ 
to o la potenza che va ad ottenersi, è un numero o di unità lineari, o 
di quadrati, o di cubi, unità lineari,’o quadrati, ocubi essere deggiono 
pure i moltiplicandi o le radici su cui si è operato. Cosi viceversa. 
Che cosa sono i risultali della divisione cd estrazione di indite ? 

E non ci riportano queste operazioni al possesso di quel moltipli¬ 
cando o radice, che in virtù della semplice ripetizione e senza cam¬ 
biar natura avevano doto quel prodotto o potenza su cui operiamo ! 

197. Ed allorché quasi un mezzo secolo indietro io esponeva 
queste mie idee, i miei oppositori con un positivismo da incutere 
mi rimproveravano, dicendomi : « e non ti accorgi, che le tue so¬ 
gnate dimostrazioni non sono clic petizioni di principio. » che 
tutte derivano dalla tua gratuita asserzione, che moltiplicare altro 
non significa che ripetere, e die il moltiplicatore 6 il puro indica¬ 
tore del quante volte c ripetuto il moltiplicando? Tu parti da que¬ 
sto dato, che dovresti prima dimostrare se tu ne avessi la lena. 
Ma perchè tu ne deponga il pensiero, noi li facciamo sapere, che 
è nelle sole Aritmeticuccie dei bambini, che stà scritto essere la 
moltiplicazione una semplice ripetizione, e non già nello Aritme¬ 
tiche ragionate. Ivi la moltiplicazione è definita quell’ Operazione, 
per mezzo della quale si opera sul moltiplicando, come sull' unita 
si opera perché divenga essa il moltiplicatore. E questa defini¬ 
zione data da chi conosce qualche cosa pi» dell' abbici dell' Ari¬ 
tmetica, non è impastoiata da quelle sottili, sofistiche, frivole, inu¬ 
tili distinzioni metafisiche dei numeri indicanti oggetti cui fai tu 
appartenere il moltiplicando, e dei numeri indicanti ripetizione, ai 
quali tu riferisci il moltiplicatore (I). Io quella definizione non è 
affatto nominato il ripetere. E come quella definizione ci manife¬ 
sta non sempre la moltiplicazione consistere in una semplice ripe¬ 
tizione, e qualche cosa avere di diverso, cosi pure qualche cosa di 
diverso vi rinveniamo noi pure, allorché trattasi di moltiplicare 
linea per linea. In questi casi ( mi dicevano essi ) la retta facente 
ufficio di moltiplicatore, tale una azione diffusiva ed espansiva spiega 
sul moltiplicando, c tale implicita fusione risulta dal loro immedo- 


(I) È veramente vi volea l'ingegno dei miei oppositori per con¬ 
vincersi della impossibilità in cui sono gli Allievi che studiano A- 
r il melica ragionata di poter comprendere che i numeri indicanti 
oggetti, per es. le volle d'uu palagio sono cose ben diverse dallo 
V0 lle t che debbo essere ripetuta una quantità: e che mentre pur 
troppo accade, che quelle si spezzano, queste di spczzamonto non 
sieno suscettibili. 
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si ma rei, ohe la retta nc ( Fig. V pag. 90 ) la quale funziona ria 
moltiplicando diventa il quadrato ma (Fig. i“). 

198. Ed io, per dimostrare, che il moltiplicare è sempre un 
ripetere, e non altro che ripetere, tanto 1° allorché 
trattasi di frazioni, quanto 2’ allorché trattasi di linee, questi* es¬ 
sendo i due casi che mi obbietlarono, eccovi ciò che io risposi. 

I. Relativamente alle frazioni, dichiarai, che quando tale è la 
natura dei problemi, che richiegga una divisione pel numeratore, 
ed uua moltiplicazione pel denominatore d una fraziono, come p. es. 
per ottenere 5 / g di una tesa, ottimo divisamente fu quello di chia¬ 
mare quest’ iusieme col nome univoco di moltiplicazione. Feci inol¬ 
tre riflettere che con ciò non si veniva ad alterare per nulla 1 in¬ 
dolo di ciascuna delle due operazioni, necessarie entrambe por 
ottenere l'intento, oiuna di esse cessando d'essere quella che è, 
senza nulla acquistare, né perdere nulla. E porche si danno pro¬ 
blemi i quali chieggono che 1' una operazione venga dopo 1 altra 
immediatamente eseguita ad oggetto di ottenere un unico risultato, 
esse forse, come due metalli in una lega, si fondono insieme in un 
unica operazione? Comprenderle sotto un medesimo nome è un 
dimostrarne la connessione, e non già un unizzarlc. Il nome uni¬ 
voco, che le abbraccia, lasciandole intatte, non le fa divenire una 
unica operazione diversa. E coloro eba ci hanno 

detto (e non v’ha dubbio sono siati uomini sommi) che la molti¬ 
plicazione per frazione ha un senso più largo, un senso diverso 
dair etimologico, hanno poi avuta la dispiaceuza di non saperci de¬ 
finire in che questo diverso significato consiste. E voi che avver¬ 
titi dell’errore sfuggito ai sommi (e chi non erra ?) siete ostinati 
a non divellerlo, frugate pure quanto vi piaccia nei piu segreti na¬ 
scondigli di vostra mente, che dato al certo non vi sarà mai di 
trovare idea alcuna da palesarci, che vi liberi dalla mortificazione, 
(e non è piccola) di dovere confessare, che questo senso diverso 
è ignoto anche a voi. Fare un opcrazioné, e poi un’altra senza 
indurvi la menoma modificazione, (forse a tenore della vostra logica io 
sbaglierò, dico però ciò che io sento) mi sembra, siri vii» Far¬ 
le tutte e due. E so ninna di esse cambia significato, po¬ 
tremo diro, che lo cambia il loro insieme, insieme, che non c altro 
che il nostro modo di concepirlo unite? All'evidenza intuitiva deh 
ceda anche in voi, io soggiungeva, ogni forza di autorità! Spoglia¬ 
tevi d’ ogni prevenzione, e poi astenetevi dal ridere se v incontra¬ 
ste in taluno, che con uu aria d’imponente serietà magistrale dasse 
ai suoi discepoli la definizione di una operazione, e nel darla si 
mostrasse ben soddisfatto della sua comunicativa, faccudo questa 
definizione consistere nella semplicissima dichiarazione che l’ope- 





- 94 - 

razione ili elio si Iralla è simile ad un altra, della quale non ne ha 
dato loro la menoma conoscenza? Se ad un Allievo che vi chie¬ 
desse che cosa significhi moltiplicare per es. 40 peri/ 3, trovan¬ 
dovi voi un poco imbarazzati.(e lo sareste di certo) gli rispondeste 
che è fare sul 10 quella operazione che si fa sull’ unità, perchè di¬ 
venga [/ 3, (siate ingenui) avreste il convincimento di avere sod¬ 
disfatto alla loro richiesta? Eccovi le parole che addussi contro la 
primadcliedue fattemi obbiezioni; ed in taluni fecero qualche breccia. 

II. Passando poi alla 2» obbiezione, che piu direttamente riguar¬ 
dava i miei avversarli, francamente io dissi loro. L obbiezione 2 a poi, 
che mi avete addotto, parte da un errore peggiore e, più grossolano 
che non è quello da cui parte la prima. I sostenitori del primo 
errore che fanno consistere la definizione della moltiplicazione uni¬ 
camente nel fare sul moltiplicando ciò che si fa sull' unità perchè 
divenga il molliplicatore, hanno la felicità di non darne agli Al¬ 
lievi idea veruna ; ma almeno quando avranno spiegato il signifi¬ 
cato, che per convenzione si è dato ad alcune parole, vengono ad 
avere esposto con quella proposizione (relativamente però, e notatelo 
bene, ai soli numeri interi e frazionari) una gitile verità. Voi col 
sostenere, che linea moltiplicata per linea dia una superficie, vi 
procurate la bella soddisfazione di Tare ai mal capitati allievi bevcre 
allegramente un assurdo. Ed in vero questa forza occulta di tra¬ 
sformare la linea ac (big- 1“ pag. 90J nel quadrato mn (Fig. 2 a ) sarà 
ammissibile in una operazione di nostra mente? Potremo .... 1 I ! 
Perdonatemi questa reticenza. Proseguire per convincervi sarebbe 
farvi un oltraggio. Voi stessi, certo ne sono, voi stessi mi dite 
essere migliore divisamente eliminare totalmente dalle aritmetiche 
operazioni questa magica forza inconcepibile, inammissibile, e do¬ 
nare alla mitologia le sue metamorfosi. 

199. A queste mie lillessioni taluni, cui un alba novella co¬ 
minciava a diradare le folte tenebre della notte cosi risposero. No: 
noi non accordiamo alla moltiplicazione questa potenza creativa. 
Dalla vostra severità altro non desideriamo che una concessione 
da nulla. Permettete che la vostra immaginazione si pieghi a con¬ 
cedere alla retta ac il puro puro elemento indivisibile di larghezza; 
e vi sarà allora facilissimo concepire generato dal movimento di 
questa retta generatrice per un tratto eguale a quanto essa è, il 
quadrato mn. Ed io : ma non vi accorgete, che vi date zappa nel 
piede? Ma una retta con un elemento di larghezza non cessa d’ap¬ 
partenere allo rette, non diviene forse quel rettangolctto che vedete 
nella (Figura 2 a ) la lunghezza della cui base è la stessa misura 
lineare, o 1’ altezza è la distanza fra la baso e la prima parallela, 
distanza che dovete figurarvi essere infinitesima, prendendo già 
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questa parola nel senso di « piccolissima olire ogni credere • giac¬ 
ché quantità a rigore infinitesima non esiste I(i.'i. 107) ? Cosi, 
nascendo il quadrato mn dalla ripetizione d' una superficie, e non 
di una linea, la virtù magica ha cessato di funzionare. 

200. Taluni altri, cui all’ alba era succeduta f aurora, non 
però luminosa ancora abbastanza per pienamente dileguare ! tene¬ 
brosi fantasmi del moltiplicatore indicante oggetti, e nel nostro caso 
indicante una linea; o non volendosi dar totalmente per vinti, co¬ 
nobbero la necessità di nascondere almeno l'assurda trasformazione 
della linea concreta iu un concreto quadrato, o ci gettarono, ma 
inutilmente, polvere sugli occhi col fare ricorso all’ astrailo. Essi 
ci dissero : il numero astratto dello parti della base moltiplicato 
pel numero astratto delle parti dell’ altezza ( la quale nel nostro 
caso è uguale alla base ) dà per prodotto non il numero dei qua¬ 
drateli! costituenti il quadrato maggiore, che è 1’ unità principale, 
ma un numero astratto, che gli è uguale. Ed io veggo bene, rispo¬ 
si, a elio mira questo ripiego. Esso è diretto (non me lo negate) a 
celare un poco Io scoglio dell' inconciliabile eterogeneità del pro¬ 
dotto e del moltiplicando: ma vi sembra bastevole? Voi costretti 
da quella impossibilità in cui vi trovate di escludere dalla moltipli¬ 
cazione l’ idea di ripetizione, non sapendo che altro sostituirvi, voi 
ben mi avete accordato doversi ammettere in essa e le cose 
a ripetersi, e il numero delle volte, che ripetere si debbono. 
Vediamo ora, se a questi due elementi indispensabili rispondano 
a pennello lo vostre espressioni. 

201. Quando ci dite che si moltiplica il numero astratto della 
base pel numero astratto dell' altezza del quadrato a misurarsi, che 
cosa precisamente intendete ?. Per moltiplicando e per moltiplica¬ 
tore astratti intendete numeri indicanti entrambi cose in genere? 
Se così, siete in errore, perché il moltiplicatore d’ uopo è che in¬ 
dichi non cose, ma volte. Ripetere gli oggetti non un numero di 
volte, ma un numero di cose è un non senso. Vi manca 1’ idea 
del ripetere che mi avete accordato anche voi essere indispensabile. 

202. Pel numero astratto indicante la base intendete forso il 
quante volte f unità di misura sta nella base, ed egualmente pel 
numero astratto esprimente P altezza intendete il quante volte vi 
sta la stessa unità di misura ? Se cosi, siete egualmente in errore. 
Io vi ho mostrata la necessità del quante volte nell’ idea della 
moltiplicazione : ma voi ( troppa grazia ) abbondate nei quante 
volle più di quello che io desidero. In tal caso, essendo un quante 
volte anche il moltiplicando (e badate bene di non uscire dal cam¬ 
po) essendo anche il moltiplicando un numero di volte ( e non di 






- 96 - 

° S * 8lt ; desunti da ““-quante volto, il che sarebbe contro ] a vostra 
lp °tes,) no segue che anche it voile ripetuto volte è nn non senio 
m. J1 moltiplicando e .1 moltiplicatore entrambi omogenei 
intombi o cose, 0 volte, non si connettono insieme. Dalle altre 
'ostro regioni non v' incresca scendere talvolta al basso, e seguire 
chi seipit homi tutus minimi *, e piuttosto elle cadere in vereo 

datu an - chL ' V0 ‘ alla "‘«‘Micazione quel signifi- 
o che le do io, e sia pure elio io f abbia tolto dalle aritmeti- 
cucce per i bambini. Rinunciate a quel sotterfugio dell’ astrano 
che non vale per nulla a cuoprire le vostre inesattezze. Cose esnri- 
ma sempre ,1 moltiplicando, volte esprima sempre il moltiplicatore 
ed ecco ad un tratto sparire .1 non senso, tornare al prodotto 'co¬ 
me evidenza richiede) la identica natura del moltiplicando, e sosti¬ 
tuirsi alle tenebre il pieno giorno, alla di cui luce non più ridicola 
sottigliezza apparisce la distinzione dei numeri indicanti ometti e 
dei numeri indicanti ripetizione. s& ’ 

204; Che dirò poi del metodo adottato in moltissimi corsi di 
Geometria, d, far derivare la dimostrazione, che la misura d' un 

la io fi / 6 C3 f "° S,r ° dÌ U " qUadral0 ’ si ottiene come corol¬ 
lario dol teorema, che due parallelogrammi stanno tra loro, come 

jEuctr ? , ro . hasi e aitezze ' sesuend ° c ° si ° a met ° d « 

tPEuclide, che per tale oggetto ricorre alla nozione della ragione 
composta intorno alla quale sono ben giuste le critiche di Galileo 
o seguendo d metodo d, Legendre, ricorrendo cioè alia moltiplica¬ 
zione in ordine dei termini omologhi di due proporzioni? Ciò è o 
porre il carro innanzi a buoi, o passare almeno per i lunghi an¬ 
dirivieni d. un difficile labirinto per giungere a quell’ intento, che 
potrebbe con pochissimi passi ottenersi. Credete voi che io esageri 
quando vi dico che la dimostrazione data da voi secondo il me- 
odo o ffi Euclide, o di Legendre non abbia pienamente convinto 
vostri Allievi ? Assicuratevene col fatto. Chiedete ad essi se in 
ogni passaggio da una proposizione all' altra essi vi trovino l’evi¬ 
denza. No, dopo più di un mezzo secolo di esperienza con tutta 
sicurezza no vi rispondo io per loro ( 1 ). Oh perchè dunque non 
mostrare agl, Allievi nel modo il piu convincente e il più facile 
come stanno, e come sono le cose, e specialmente in una materia 

mieTde? 18 ’ qUa ' 6 misurazione ? Eccovi in proposito le 

205. Se trattasi di misure di linee, si volesse p. es 
conoscere quante miglia metriche ossia chilometri, fosse lontano 




1868 
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dalla nostra terra un corpo celeste, la cui distanza già si conoscesse 
essere mille raggi terrestri, è chiaro, che, essendo nolo essere chi¬ 
lometri 6360 il raggio medio terrestre, l’operazione a farsi consiste 
unicamente nella riduzione d’ una misura, data in raggi terrestri, 
in misure secondarie più piccole, quali sono i chilometri, dei quali 
se uc richieggono 0366 per costituire la lunghezza intera dal rag¬ 
gio. Abbiamo perciò la detta distanza espressa por 

Chilom. 6366 X 1000 = Chilom. 6366000. 

lì se la distanza in vece di essere di 1000. fosse di raggi medi 
terrestri 6366, in lai caso questa distanza in chilometri sarebbe il 
raggio terrestre, ossia chilometri 6366 ripetuto 6366 volte, ossia 
(Chilom. 6366)2 = Chilom. 40525956. 

Avvertire però ta d’ uopo, che la potenza (chilom. 6366 ) J 
non può citarsi ad esempio di una eccezione alla verità stabilità 
(§ a 95), non può cioè credersi, cbe sostenere si possa la massima, 
che la elevazione delle rette a potenza possa darci pei risultato e 
quadrati e cubi, confondendo così ( e credendo sinomini ) le po¬ 
tenze seconde e i quadrati, le terze potenze e i cubi. Sì, non v'ha 
dubbio il (chilom. 6366) 2 e una 2“ potenza ; ma, invece di essore 
un quadrato, è una linea lunga chilom. 40525956. L’associazione 
delle idee molte volte replicata, se non si usa la debita avvertenza, 
ci fa riguardare per indicazioni di quadrali i numeri affetti dall’ e- 
sponente 2, ossia le seconde potenze e per indicazioni di cubi i 
numeri affetti dall’ esponente 3, ossia le terze potenze, anche allor¬ 
quando, sebbene si tratti di estensione, esse non lo sono, come 
appunto nel nostro caso abbiamo ora rimarcato. 

206. Se trattasi di misure <ii superficie, non ri¬ 
corriamo certamente ad una retta, y ma immediatamente e diretta- 
mente al 
quadrato. 

Se vuoisi 
per esem. 
meccani¬ 
camente 

osservare c 

di quante 

unità se- Fig. i* Fig. 2* Fig. 3 a 

condarie risulta la tesa quadrata mn (Fig. 2 a ), sapendo che'la'tesa 
lineare ac (Fig. la) contiene sei piedi, noi prendiamo, non sei 
piedi lineari, con i quali non potremmo venire ad alcun risultalo, 
ma sei piedi quadrati, e li disponiamo nel piano stesso l’uno a 
contatto dell’altro lungo la base della lesa quadrata «in. Questi 
sci quadrati formano il rottangolello inferiore della Fig. 2“, clic 

XII 
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appunto vediamo diviso in sei parti, rettangolello lungo perciò sei 
piedi, lungo cioè tanti piedi, quanti ne ha la base della tesa qua¬ 
drata ma, ed alto uu piede soltanto. Nel piano stesso a contatto di 
questo reltangoletto, e parallelamente alla sua base un altro ad esso 
eguale ne collochiamo, e a contatto di questo, e sullo stesso pia¬ 
no un altro ancora, ed uu altro, tanti cioè, quanti ne chieggono i 
piedi di altezza della tesa quadrata nin, che sono sei. Con questi 
sei rettangoletti, da Sei piedi quad. ciascuno, abbiamo coperta tut¬ 
ta la tesa quadr., la quale perciò risulta di piedi q. 36. 

Chiaro cosi apparisce, che mentre è piedi sei la tesa lineare, 
sei piedi quadrati non è la tesa quadrata. Sei piedi q. formano quel 
solo rettangolo, che abbiamo ripetuto sei volte per cuoprire tutta 
la tesa q., cosicché I’ unità secondaria piede q. è piò piccola del- 
1 ’ unità primaria mn tesa quadrata, non 6 volte, ma 6 volte 6, ossia 
6* volte, ossia 36 volte. 

207. Se 1’ unità lineare ac (Fig. \ u ) fosse il piede, che risulta 
di pollici 12, in egual modo ragionando vediamo,, che il piede q 
risulta non di 12, ma di 12 volte 12, ossia di 12 5 = 144 poli, q.; 
giacché 12 poli. q. formano quel rettangolo, solamente che con¬ 
viene ripetere 12 volte. 

Se 1’ unità lineare ac rappresentasse il raggio medio della no¬ 
stra terra, che è lungo chilometri (miglia metriche) 6366, questi 
chilometri sono le unità secondarie, di cui risulta l’unità primaria 
raggio. E se il raggio lineare risulta di chilometri 6366, il raggio 
quadrato, ossia il quadrato, che ha per ciascuno dei suoi lati il 
raggio lineare di chilom. 6366, risultare debbe di (chi/om. q. 6366)* 
= chilom.q.40323936, i quali sono le sue unità secondarie. In¬ 
fatti chilom.q.6366 formano il primo rettangolo, la di cui base è 
collocata sul raggio terrestre, e la cui aitozza è un solo chilom. E 
di questi rettangoli se ne chieggono 6366 per cuoprire il quadrato 
del raggio, perchè F altezza del quadrato, essendo eguale alla base, 
è chilom. 6366. 

208. E dopo questi tre esempi, generalizzando rileviamo, che 
nel misuramento delle superficie, I. si prende sempre per unità 
principale il quadrato, di cui ogni lato è uguale alla unità di mi¬ 
sura stabilita per le linee dello stesso nome; e per unità seconda¬ 
rie di questo quadrato si prendono i quadrati aventi per lato le u- 
nità secondarie delle misure lineari: II. Che il numero di questi 
quadrati (unita secondarie) necessario per formare il quadrato unità 
primaria, uguale non è al numero delle unità secondarie lineari 
necessarie a formare l’unità lineare primaria, ma alla seconda potenza 
di quel numero, essendo sempre il quadrato, secondario tanto piii 
piccolo del primario, per quanto la delta seconda potenza lo indica. 
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209. Se trattasi di misure di volumi, niuno cella- 
mente si pone in capo di ricorrere alla misura o lineare, o quadrata, 
ma direttamente e immediatamente ci appigliamo ad un volume; e 
si è riconosciuto pel piu comodo ed utile, il cubo. E prima di o- 
gni altra cosa (notate bene, poiché non abbiano taluni in seguito 
a dimenticarsene) la misurazione meccanica ha direttamente prin¬ 
cipio dalla applicazione sul volume a misurarsi non del modello 
linea, o del modello superficie, con che quell’intento si otterrebbe 
che si ha col pestar 1’ acqua, o dar col brando colpi all’aria) ma 
del modello volume, che è il cubo, il quale ha è vero, ognuno dei 
suoi spigoli eguale al modello linea, e ognuna delle sue faccio 
eguale al modello quadralo, ma è un 1>lume. Cosi p. es. se trat¬ 
tasi di comporre con dei piedi cubici una tesa cubica, ad oggetto di 
giungere alla cognizione di quanti piedi cubici essa risulti, la no¬ 
stra operazione ha principio dal prendere direttamente non piedi 
linee o piedi quadrati (che al certo in virtù della moltiplicazione 
aritmetica non divengono volumi ) ma piedi cubici. E poiché la lesa 
lineare or (Fig. .I 3 pag. 97) risulta di sei piedi, sei sono i piedi cubici, 
che collochiamo nel medesimo piano, 1’ uno attiguo all’ altro in 
modo, che uno spigolo di ognuno dei sei piedi cubici coincida con 
uno dei sei piedi lineari della tesa ov. Questi sei cubi cosi dispo¬ 
sti formano il parallelepipedo ns lungo quanta è la tesa ov, e largo 
ed alto un piede. Nel medesimo piano ed al contatto di questo 
parallelepipedo, e nel senso di sua lunghezza, altro eguale ne po¬ 
niamo, e così altri di seguito, finché se no sieno riuniti tanti, quanti 
surno i piedi della linea vr larghezza della tesa cubica op. Così si è 



formd^ un paralellcpipedo lungo e largo una tesa, ed alto un solo 

piede, costituito perciò da sei parallelepipedi di piedi cub. 6 cia¬ 
scuno, o perciò da (piedi c fi) 5 = piedi c.36. 

A auesto parallelepipedo formato da piedi cubici 36, avente l’al- 



quadrata di piedi q. 36 altro eguale 


soprapponiamo, ed ìTlro, ed altro in seguito, sicché tanti sieno 
l’uno sull’altro, quanti sono i piedi dell'altezza rp, che sappiamo 
essere fi. Con questi sei parallepipedi da 36 piedi c. ciascuno ecco 
composta la tesa cubica, costituita perciò dal parallelepipedo a base 
quadrata, che è (piedi e.6) J ripetuto sei volte. 

210. La tesa èduuque (piedi c.6j J X 6 = (p.c.6) 3 *=■ p. c.2lfi. 
Con piedi cubici 216 abbiamo dunque dato termine, e con piedi 
cubici 6 abbiamo dato principio alla sintesi della tesa cubica. 
E ciò no induce a conchiudere, che per ottenerne la misura, ossia 
il numero delle unità secondarie che la formano, bisogna moltipli¬ 
care 6 per 6, e il prodotto di nuovo per 6, ossia alzare il 6 alla 
terza potenza, con la quale operazione abbiamo ripetuto sei volte 
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il parallelepipedo os (Fig. 3 1 png. 07) costituito da piedi cuti, sci per 
comporre il parallelepipedo a base quadrala alto un piede solo, eque- 
sto parallelepipedo abbiamo poscia ripetuto sci voile pei ottenere la 
tesa cubica mn. E dopo di avere rpalraent© composta con modelli in 
volumo la tesa cubica sotto v gli occhi degli Allievi e chiaramente 
cosi addimostrato elio cosa significhino le sopra indicate moltipli¬ 
cazioni, si dica puro, noi nò conveniamo pienamente, si dica pure 
per amore di brevità, che la misura ili un cubo è la sua lunghezza 
moltiplicata, per la larghezza , e quindi il prodotto per l'altezza, 
ossia è la terza potenza di un suo lato: giacché l'esposto fa ben 
conoscere le idee, clic annettere dobbiamo a questa elittica espres¬ 
sione, la quale presa nel senso proprio contiene senza iporbolo più 
spropositi elio parole, avvertenza elio è bene sia non occultata, ma 
data, e più volto dagli insegnanti ripetuta, agli allievi. 

211. Fin qui abbiamo osservato come con i piedi cubici si 
componga la lesa cubica. Vediamo ora come si demolisca l'eretto 
edificio, conio dal cubo o/> costituito da 21 fi piedi cubici ricuperare 
si possa quel parallelepipedo os, elio ripetuto sei volte ha dato il 
parallelepipedo a baso quadrata alto un piede, che ripetuto 6 volte 
ha dato i piedi 2Iti, di cui la delta tesa è composta. Da ciò rito 
vinmo, elio il parallelepipedo os è la radice terza di piedi cubici liti; 

3 **» 

e poiché (/(piedi c.216) = piedi culi.6, abbiamo cosi conosciuto 
risultare di piedi cubici li i! parallelepipedo os radice terza del cubo. 

Dall’ottenuto risultato poi deduciamo, che sei sono pure i 
lati della lesa lineare or. giacché ad ognuno dei sei piedi cubici, 
che formano il parallelepipedo, corrispondo un piedn della tesa ^ 

lineare, lungo la quale i piedi cubici si sono disposti (§ 209). 

2! 2. Lo stesso ragionamento ci porta a conchiuderc, che chia¬ 
mato r il raggio medio della terra, medio fra i due, che dal cen¬ 
tro vanno, 1' uno ai poli. 1' altro all' equatore, si ha 
r linea rotta <== chilom. 6366. 
r quadrato = (chilom.q.6366) : = r.hilom.q.40525936. 
r cubo = (chilom.c.6366) 3 = chilom.e..257988235896. 

E volendo da questo numero di chilometri cubici riottcnerc il nu¬ 
mero dei chilometri cubici, che formano quel parallelepipedo, che 
ne ó la radico terza, questa radice conviene da quel numero estrarre, 
cosicché questo parallelepipedo (radice terza) avente la lunghezza 
del raggio c la larghezza e altezza (l’un chilometro, ci sarebbe dato 
dalla radice terza di chilometri 257988235896 ■= chilom.c.6366. 

Ciò dunque che ottoniamo per mezzo della estrazione della 
radico sono chilometri cnl>ici. Sono queste Io enormi pietre 
tutto eguali, con cui si ò costituito il grandioso edificio. E da que¬ 
sto risultato della eseguita operazione deduciamo, corno abbiamo 
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osservato rotativamente ai piedi che formane la lesa fi? SII) olio 
di pgmil numero H366 sono i chilometri lineari ‘Che sostituiscono 
il raggio; ed il far questa deduzione è certamente cosa ben facile. 
I.a facilità però non fa si, che la deduzione cessi di essere dedu¬ 
zione. E canone d’altronde non di logica sublimo (la quale con 
vei convengo, che non ò pane per i miei denti ) ma di senso co¬ 
mune, che credo avere ancor io, ò il ben distinguere il risultato di 
una operazione dalle conseguenze che facilissimamente so ne pos¬ 
sono dedurre, ed il guardarsi dal prendere lucciole per lanterne, 
siccome sarebbe, e anche peggio, il confondere le linee con i vo¬ 
lumi. Come mai poter credere, che un volume (risultato di un'e¬ 
strazione di radico terza da un volume potenza terza) sia la me¬ 
desima cosa che una linea ? Come mai poter concepire, che quasi 
por insensibtl traspirazione vada ad esinanire, vada ad annullarsi 
la larghezza o la spessezza di un voluminoso parallelepipedo formato 
da nulla meno, che da lì366 cubi, ciascuno dei quali ò lungo, lar¬ 
go. e alto un miglio? Ella è questa una troppo spaventosa atrofia. 

213. Questo osservazioni sono così semplici e chiare, che sem¬ 
bra impossibile, voi mi direte, clic abbiano incontralo, o incontrare 
possano opposizione. Eppure, allorquando (38 anni or sono) iole 
pubblicai con la stampa, obbiezioni non mancarono; ed io. voglio 
farvi ridere, raccontandovi quale no fu l’Achille. Si aggirava que¬ 
sta intorno alla formola relativa alla misura del -rettangolo, intor¬ 
no cioè alla S = B><A, formola che è la pietra fondamentale della 
misura di tutte le superficie. Quando in dissi, che nella equazione 
S ■= B X A conviene ritenere, che per 11 non s' intende la retta 
base Idei rettangolo di cui cercasi la misura, ma s' intende un ret¬ 
tangolo che abbia la base medesima, e per altezza l’unità lineare; 
ed inoltre, che A nnn il segno d' una linea, ma è il segno 

del numero dello »<»W^hc il rettangolo B debbo essere ripetuto, 
mi bandirono la prore addosso ; e diversi oppositori in via sbriga¬ 
tiva e senza complimenti n Ibi siete un passo, mi dissero: nivn 
Geometra ha mai asserì In queste fandonie. La dimostrazione con 
la quale alcuni Geometri, tirando dai pillili, ili divisione della 
base di un rettangolo delle parallele all'allessa, e da quelli del- 
1’ allessa delle, parallele alla, base, mostrano essere il numero dei 
quadratela, ehe si sono formati, uguale al numero che risulta 
dalla moltiplicasione del numero delle misure, elle entrano in ti 
pel numero delle misure che entrano in A, dimostrazione che si 
avvicina a quanto tu dici, non è un teorema, e un' appendice 
superflua, è una supcrcrogasionc. un semplice chiarimento, un'ap- 
plicasione sulla figura della formola S ^B^A, corollario che 
scienti Hoameiite discende dal teorema S: s -= A.li : a.b, 
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proporzione. che tulli i Geometri dimostrano o col ragion amento 
Hi Huclide, o con quello di Legcndre. Il dimostrare che S = lì ^ A 
nel modo che tu esponi è una, vera goffagine, è un non sapersi 
sollevare per nulla dalle cose le più materiali ». Ora questi pre¬ 
cipitati falsi giudizi voi vedete bene, che derivano dal non riflet¬ 
tere, che gli Allievi sono nella impossibilità d'intendere le dimo¬ 
strazioni dei duo celebri nominali Geometri, se in antecedenza non 
abbiano appreso cosa significhino moltiplicazione di linee per li¬ 
nee, divisione di superficie per linee, ec, delle quali nelle citale 
dimostrazioni si parla. Ed oh quanti allievi, (e non allievi fors’an- 
che,) dietro un esalto esame di coscienza la richiesta di questo si¬ 
gnificato diverso da quello ora da me esposto, farebbe arrossirò ! 

Dalla forza intanto dello fattemi obbiezioni arguite la potenza delle 
inveterato abitudini! Usar parole, clic spieghino le cose come sono, 
e nel modo il più facile, è una vera goffagine, una materialità. 

Usar parole (p. es. moltiplicare o dividere per lince) che non ti 
spiegano nulla, perchè sono un non senso, questo si chiama di¬ 
mostrare, scientificamente: questi è vera arte di comunicare le idee!! 

2li. Netti e tondi o senza riguardi io vi ho esposti i modi 
miei di vedere intorno ai difetti che allignano ancora nel comune \ 
insegnamento delle teorie relative alla triplice estensione; e sulle 
loro generalità io non avrei altri rimarchi da aggiungere. Ram¬ 
mento però di avere promesso (§ 127) di farne un’applicazione 
ad un caso particolare, e precisamente alla misurazione della sfera 
e sue funzioni; e qui mi fo ora a soddisfare la data parola. 

ilo. Dai Geometri per unità di misura degli elementi che alla 
sfera si riferiscono si è scelto il raggio, raggio lineare per le li¬ 
nee, quadrato per le superficie, cubico pei volumi. 

Itti. Relativamente alla misurai dulie lince, allorché 
trattasi di rene, come p. es. corde, seni, o altre goniometriche 
funzioni, facilmente si concepisce poter essere misurate dal raggio, 
ed esser p. es. la corda dell' arco di 60" eguale al raggio: il seno 
dell’ arco di 30° eguale al semi-raggio, er. Si prova però difficoltà 
a concepire, come per mezzo del raggio, che è una retta, si pos¬ 
sano misurare le curve ( e nel caso nostro la periferia ) sulle quali 
la retta non è sopraponibile. Ed in vero aver questa misura con 
esattezza è impossibile, poiché, per averla, converrebbe, che la 
curva fosse divisibile iu parti tenuissime tali, che, mentre come 
parti di curve sono curve, fossero rette nel medesimo tempo. 

Le idee però che vi si sono introdotte dell' infinito e dell’ in¬ 
finitesimo (§ 16(5 e 167) se non dimostrano la perfetta eguaglianza, 
ci tranquillizzano ( Sj 163). Cosi fin da tempia noi ben remoti ad 
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approssimazioni si fece ricorso, e qui per .tumina capila richiamo 
al pensiero, come uno dei più notorii, il metodo di Arshitnede. 

217. Parti egli dalla cognizione, la quale già si aveva, che il 
lato dell' esagono regolare è uguale al raggio del circolo iu cui è 
iscritto, e per mezzo di geometriche costruzioni giunse a determi¬ 
nare iu parti del raggio il lato del poligono regolare di 12, e poi 
di 24, di 48, di 96 lati; e qui si arrestò. Moltiplicando per 96 U 
lato di quest’ ultimo poligono, ne ottenne il perimetro di ben poco 
inferiore alla periferia in cui è iscritto. Poi, mercè la cognizione 
del lato del poligono di 96 lati iscritto, passo a determinare il pe¬ 
rimetro del poligono dello stesso numero 96 di lati circoscritto al 
circolo, perimetro di ben poco alla periferia superiore. Dei due pe¬ 
rimetri prese la media, che risultò *»/, del diametro, e questi a y, 
riguardò come la lunghezza della periferia letificata, non potendo 
differirvi che per una tenuissima quantità. Di qui I’ espressione 
anche fra noi comunissima, che 2 -/ t è il rapporto della periferia 
al diametro, ossia che la periferia contiene 22 volte il settimo del 
diametro, non esattamente, ma ]>i*o*ssiiiiai»eiite soltanto; 
e quest’ avverbio prendo qui occasione di dichiarare, che intendo sia 
sottinteso nella massima parte delle eguaglianze che ora esporrò. 

218. Con questo metodo stesso altri geometri spinsero 1’ ap¬ 
prossimazione molto più oltre, determinando i perimetri dei poli¬ 
goni regolari di uu numero di lati successivamente doppio ; ma noi 


contentandoci del risultato ottenuto da Archimede, e chiamando 
|zr il quante volte il diametro è contenuto nella periferia, e la stessa 
periferia, tl il diametro, r il raggio c la circonferenza o periferia, 
abbiamo 

j 7 i l = *-/ f «=- diametri 3 •/, 

(H) .c = 2 tir ■=■ **/ <= raggi 6 + s /, 

nelle quali espressioni avvertiamo bene, che allorquando prendiamo 
per unità misuratrice propriamente o il diametro ( o il raggio, e 
non il numero delle unità secondarie da cui potrebbero essere co¬ 
stituiti,! sì tl, che r, altro non esprimono che il nome della mi¬ 
sura di cui ci serviamo, e n in (A) è il numero dei diametri, 2vr 
è in (B) il numero dei raggi, che nella circonferenza sono contenuti. 
Dall’esposto perciò risulta, che la circonferenza rettificata è una retta 
misurata dal raggio preso sei volte, più due volte il suo settimo. 

219. Per lo più però nei casi paiticolari il raggio è espresso 
per un dato numero di misure secondarie, come avverrebbe, se p. 
es. il raggio fosse una lesa, e sapere si volesse di quanti piedi è 
una periferia, iu tal caso r non esprime più 1’ unità di misura 
primaria, il raggio 1, ma il numero 6 dei piedi, numero che va 
ripetuto 2zr colte, giusta le regolo che dà I' Aritmetica per con- 
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▼ertire misure in altre più piccole. Perciò c = -nr diventa c «=> 
(piedi 6) X *V, = (piedi 37 -+- *],), ossia la circonferenza o periferia 
è piedi 37, più la settima parte del piede ripetuta 5 volte. E se d'altron¬ 
de noto ci fosse, che la circonferenza è (piedi 37 5 /,)> e igno¬ 

rassimo da quanti piedi è costituito il raggio, in tal caso, essendo 
c = ( piedi 37 -f- s /, ) = ( pioli 36 V> )> dalla formola c = inr pas¬ 
sando alla r = c : in, otteniamo r = ( piedi ***/, : k */,) = piedi 6. 

220. Riguardo poi alla misiii'a delle superficie, 
per le quali è stabilito il quadrato del raggio che è aj> (Fig. 4), come 



Fig. 4." 

giungiamo a conoscere quanti raggi quadrali contiene la superficie 
del circolo? La coincidenza per soprapposizione essendo impossibile, 
ottenere non possiamo l’intento che col trovare uua superficie, che sia 
equivalente al circolo, e in pari tempo misurabile col quadrato ap 
(Fig. 4) che è il quadrato del raggio (a). 

Passiamo a quesla ricerca, riflettendo che considerato il circolo 
come un poligono regolare infinitilatero (§ 4 66 e 4 67) l’aja del cir¬ 
colo è la somma dei triangoli isosceli infiuilesimi, che costituiscono 


(a) E qui è util cosa il riflettere, che la certezza che abbiamo 
dell’ eguaglianza di superficie aventi diversa figura, ha la sua 
origine aneli’essa dalla soprapposizione, senza eccesso o difetto del' 
le une sopra le altre, coadiuvata poscia dalla certezza in cui ci pon¬ 
gono gli assiomi, che la eguaglianza prosegue ad aversi anche quando, 
alle superficie dimostrate eguali per coincidenza si faccia o 1. uua ad¬ 
dizione, o II.uua sottrazione, o 111. una addizione e sottrazione di quan¬ 
tità dimostrale eguali, sebbene ciò porti un cambiamento di figura, nel 
qual caso appunto a questa eguaglianza di superficie sotto diversa 
figura si ù dato da Lcgendre il nome di equivalenza. 


\ 


I 












- 105 - 


la superfìcie, e questa somma è uguale al triangolo nei; poiché esso 
ha la medesima altezza d’ ognun di loro, e per base la retta ai 
la quale (essendo la periferia rettificata) è la somma delle basi loró. 
Questo triangolo aci è dunque equivalente alla somma di tutti i 
nominati triangoli infinitesimi, e quindi all’aja del circolo da essi 
costituita. A questo triangolo aci manca però la proprietà richie¬ 
sta di potere essere misurato dal raggio. Ma essendo esso ' trian¬ 
golo aci equivalente alla metà del rettangolo am, e perciò a 
tutto il rettangolo aq (perchè ar base di questo è metà della ai,) 
eccoci finalmente giunti ad una superficie aq, la quale è fornita 
di tutti e due i requisiti richiesti. Infatti I" il rettangolo aq è equi¬ 
valente all'uja del circolo, perchè equivalente al triangolo aci: 
2° è misurabile dal quadrato ap, che è il quadrato del raggio, 
perchè il quadrato ap, avendo la stessa altezza del rettangolo aq, lo 
cuopre interamente, quando venga ripetuto sopra il rettangolo tante 
volte, quante volte il raggio è contenuto nella base ar, la quale 
siccome uguale alla periferia, è la metà di 2;r, ossia è ir, ossia i 
( 3 </, ). Dunque nel rettangolo aq il quadrato del raggio è con¬ 

tenuto ir volte, ossia Ire volte, più una volta la sua settima parte, 
lo che appunto la ispezione della figura conferma. Dunque anche 
la superficie S del circolo, che gli è equivalente, contiene ir volte il 
quadrato del raggio espresso per ri; e perciò si ha 

s = T 1 X ossia s = rn X ( 3 -+- V* ) r? ; 

cosicché il circolo ci offre questa rimarchevole proprietà, che il 
quadrato del suo raggio è contenuto nella sua superficie tante volte, 
quante iUdiametro nella periferia. 

221. Algebra al seguo rq si usa sostituire r 2 , perchè quan¬ 
do il ragg\ è un numero, quande cioè per r s’intende il numero 
delle unità sfondane, che costituiscono il raggio linea, il raggio 
quadrato non risulta dello stesso numero r di misure secondarie, 
di cui risulta il raggio linea, ma della 2 a potenza del numero r 
(§ 206, 208). Così quando per r, ad esempio, s’ intenda il nume¬ 
ro 6 dei piedi, che formano il raggio avento la lunghezza d’ una 
tesa, il numero dei piedi che formano rq non e 6, ma 6*. 

222. E qui è d’ uopo, che gli allievi rammentino essere un 
imperdonabile errore, dopo i dati avvertimenti, quello di credere 
che f'X r = r* significhi • raggio moltiplicato per raggio dà il 
raggio quadralo » che piedi 6 per piedi 6 dà 6*. oasia 36 piedi 
quadrati costituenti la tesa quadrata ; nè ripiego sufficiente è il far 
ricorse ai numeri astratti (§ 202). Linea moltiplicata per linea è 
un assurdo. Egualmente lo è numero astratto moltiplicato per nu¬ 
mero astratto. 

XIII 
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523. Se r ò i , se cioè r si prende per unità di misura, r X r 
*"* è una espressione a cui non può recarci verun teorema o 
problema: pure, posto che si convenga che il primo r (il moltiplican¬ 
do) esprima non il raggio, ma il quadralo del raggio ; e che il se¬ 
condo r (il moltiplicatore) esprima non 1 raggio, ma I volta, poste 
queste due convenzioni, che convertono la r Xr ■= r" in r J X • «=r*, 
la formola esprime una identità inane, a il quadralo del raggio 
posto una volta dà per risultato il quadrato del raggio » ma 
almeno esprime una verità e non un assurdo. 

224. Se r è un numero, bisogna convincersi di questa verità 
(o perdonatemi, se 1' ostinazione di taluni mi fa ripetere cose già 
dette e ridette). Se vogliamo, che r X r = r* sia una formola 
non vuota di senso, d’ uopo ò non decampare da queste due con¬ 
venzioni, I* che, trattandosi di superficie, il primo r, che ó il mol¬ 
tiplicando (ed è 6 nel nostro caso) prosegua ad indicare 6 piedi, 
pero lineari non più, ma quadrati, i quali formano il rettangolo 
eretto sul raggio di piedi 6, rettangolo che ha la lunghezza della 
tesa, e l’altezza di un piede: e 2° che l'altro r (il moltiplicatore) 
esprima non piedi 6, ma 6 volte, il che è ben altra cosa che piedi 
6, sebbene derivi dalla condizione, che piedi Gè l’altezza del quadrato. 
Solo a questi patti, io diceva ai miei avversari, e datemi del pazzo, 
strepitate pure quanto volete, ponete in campo quante autorità 
vi piaccia, solo a questi patti r" è un prodotto, ed esprime 
una superficie, che nel nostro caso è 6», ossia è 36 piedi qua¬ 
drati, i quali sono le unità secondarie, che formano la tesa quadrata. 

225. Ed appunto perchè il moltiplicando, quando trattasi di mi¬ 
surare superficie, non può mai essere una linea (§ 196), sono egual¬ 
mente vuote di senso le parole a Lu superficie del circolo si Ita 
dalla periferia moltiplicala pel semi-raggio » parole che sono la 
traduzione della formola S = i n r y. r / i . Questa formola per sè 
non esprime, come dovrebbe, ciò che realmente operiamo: perchè lo 
esprima, conviene convertirla in r X n => jrr*. Dar volendo alle 
parole il proprio valore, il quadralo del raggio non può dirsi pro¬ 
dotto da due fattori lineari. La misura r 4 è una superficie, a cui ri¬ 
corriamo direttamente per misurare ; e in questa misurazione, r 
non potrebbe funzionalo che in qualità di r volte »Jedotto da 
r linee, ma non come r linee. Un numero »• di linee formanti il 
raggio, ossia un numero indicante non ripetizione, ma oggetti, 
(imprimetevelo bene in ments) quando trattasi di superficie, nel cal¬ 
colo non funziona giammai E'ap quadrato del raggio, (Fig. 4") (pag. 
104) ossia r 4 ,'e non il raggio r, che ripetuto n (o non nr) volle dà 
il rettangolo aq equivalente alla superficie del circolo. 
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2Ì6. Queste verità, mercè le quali spariscono dalla scienza le 
ridicole magiche metamorfosi, o l’eterogeneità del prodotto o del mol¬ 
tiplicando, sono così lampanti, che vi vorrebbe proprio la quinta 
essenza dell'ostinazione per non aderirvi. * 

Ciò però non esclude, che, brevilalis causa, nella pratica del 
calcolo si faccia uso delle formolo sopradette, e dì altre consimili; 
ma mostrare agli allievi le convenzioni sotto le quali devono essere 
intese, affinchè non esprimano un assurdo, e che ciò si faccia la 
prima volta almeno che s’introducono nelle dimostrazioni, io credo 
sia uno tra i più interessanti precetti della didascalica a meno che 
non sia mussulmana. 

227. Dopo che dai teoremi geometrici abbiamo nppreso che la 
superficie pianificata della sfera è la superficie d’un suo circolo mas¬ 
simo ripetuta quatto volte, essondo l’aja del circolo equivalente al 
rettangolo aq, la superficie della sfera sarà equivalente al rettan¬ 
golo an che per costruzione è quattro volte aq, ossia è 4?rr> = 
( i X aa, i) r2 “ 8, /t X r% - d*+Vr) r», lo che l’ispezione della figu¬ 
ra Sconferma, essendo il rettangolo a n costituito dal rettangolo ab. 
che è 12 volte ap (quadrato del raggio; più on, che è quattro volte 
oq settima parte del quadrato ap. 

228. Riguardo poi ai volumi la cui misura è il cubo del 
raggio, riflettasi che non potremo mai giungere a conoscere quanti 
raggi cubici contenga la sfera, se non quando avremo trovato un 
volume equivalente alla sfera, il qualo possa essere misurato dal 
cubo del raggio, e da qualche determinata sua parte, possa cioè 
dal cubo del raggio e sua pare essere empiuto esattamente senza 
lacune, ^per ottenere questo intento, rammentiamo, che la sfeta 
può rigtiar^rsi, come un vSlume risultante da un numero infinito 
(§ 167) di pirofili a base quadrata, tutte eguali, ciascuna avente 
per altezza il raggio della sfera, o per base un quadrato infinite¬ 
simo, tangente la superficie di lei, ma di tale parvenza, che si con¬ 
fonda col punto stesso di contatto ; sicché la somma delle basi di 
queste piramidi è la superficie della sfera pianificala, è (Fig. 4 a ) il 
rettangolo an quadruplo dell’ aq, equivalente all’aja del circolo. 

RaiùB*entiamo inoltre essere dimostrato dalla geometria dei vo¬ 
lumi, che una piramide, la quale abbia per base il rettangolo an, 
somma delle basi di tutte le dette piramidi infinitesime, e per 
altezza l’altezza a tutto comune (il raggio), questa piramide è equi¬ 
valente alla somma di tutte lo piramidi infinitesime, e quindi al 
volume della sfera. Rammentiamo ancora, che ogni piramide è il 
terzo del parallelepipedo di egual base ed altezza, e perciò il torzo 
del paiallelopipodo avente la stessa base an, e la stessa altezza 
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(il raggio) della ora nominata piramide, è equivalente a questa pi¬ 
ramide, e perciò al volume della sfera. 

Questo parallelepipedo, il cui terzo equivale alla sfera ha poi 
evidentemente il requisito di essere (misurabile col cubo del raggio. 
Lo misuriamo infatti ricorrendo, non al raggio lineare, non al rag¬ 
gio quadrato, ma al raggio cubico eretto sul quadralo ap (Fig. 4"). 
Facendo successivamente combaciare la base di questo raggio cubico 
r c , unità di misuro con i dodici quadrati del rettangolo ali, ed una 
parte della base del raggio cubico succcssivameule con le altre parti 
ad essa eguali del rettangolo rk, rileviamo che il parallelepipedo 
an, di cui vogliamo la misura, contiene tante volte il cubo del rag¬ 
gio e sua parte, quante volte il quadrato del raggio e sua parte è 
contenuto nel rettangolo an sua baso costituita dai due rettangoli 
misurati ak ed rk. 



( Figura 4" ) 

E poiché questo rettangolo an èrly^irr, ne segue che il pa¬ 
rallelepipedo erettovi è r'Xli, e poiché il terzo di questo 
parallelepipedo è equivalente alla sfera, il volume V della sfera è 

r« X */» x* ff . ossia v = yC X */» di (L "Vi) ossia v = rC X 88 /n =■ 

r c ( 4-f-*/«i); e questa forinola tradotta in parole ci dice, che « il \ 

« volume della sfera è equivalente ad un parallelepipedo 
« costituito dal raggio cubico ripetuto 4 volte, più 4 volte la sua 
a ventunesima parte ». 

?J9. Questo stesso risultato può per esercizio di calcolo farsi 
ottenere dagli allievi, inducendoli a valutare non il terzo del pa¬ 
rallelepipedo eretto sul rettangolo an, ma invece 1’ intero parallo- 
lepipedo eretto sulla terza parte as del rettangolo an. La base di 
questo parallelepipedo equivalente alla sfera essendo il rettangolo 
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as, diamo principio dal notare che questa base per ispezione di 
lìgura è la somma dei quattro rettangoli co, rq, cd, qd. E facil« 
ne è la loro valutazione. 

I. Il rettangolo oo è evidentemente tre volte il raggio quadrante 
ap che è 1. e perciò è 3. 

II. Il rettangolo oq è */i del raggio quadrato ap, perche la base 
or è •/, del raggio. 

Osservando poi, che rti è 4 perchè è quattro raggi: che rs 
per costruzione è */* di rn, e perciò è */„ ; e quindi che rs—qr, 
ossia qs è V s — I = */»> ne segue, che (stando i rettangoli equi- 
basici come le loro altézze). 

HI. Il rettangolo cd è */ g di co, perchè l’altezza di cil è */g di 
-quella di co ; e perciò è Vi di 3, ossia è I. 

IV. 11 rettangolo qd è */* di oq ; cosicché essendo oq un set¬ 
timo di ap raggio quad., il rettangolo qd è ■/« di */ t , ossia è */ Jt . 

Perciò essendo il rettangolo as = co nq -q~ cd -q- qd . 

si ha espresso in raggi quad. as = 3 -+-*/»-I- I ■+■ */■■« — *4—I— 4 /ai- 
E se la base as è 4 */ u del raggio quadrato, è 4 -+■ del raggio 

cubico il parallelepipedo erettovi equivalente alla sfera. 

230. Questa identità di risultati, che facilmente I’ allievo può 
ottenere con le proprie forze sussidiate occorrendo da qualche indiriz¬ 
zo dato dall’inseguante, soddisfa il suo amor proprio, desta una com¬ 
piacenza che dilettevoli rende anche gli aridi studi. E con questo 
esempio ho voluto anche darvi un’altra prova di fatto, oltre quella 
che già vi ddÉi al § 88, di quest^stlettissima alleanza, che insieme 
stringe Arilrritica Algebra e Geometria, a giustificazione di quanto 
asserii alle Agine 100 al 103 del mio Eìiclide e la Logica natu¬ 
rale, libro slmpato appena , che furono gli elementi di Euclide 
prescritti per"festo, e quando ci si imponeva « di non intorbidare 
la purezza della geometria antica, trasformando teoremi geome¬ 
trici in formole algebriche, quasi che turpe cosa ella fosse associare 
al patriziato della Geometria la plebe algebrica ed aritmetica. E come 
infatti non opporsi a strafalcioni cosi madornali! Si hanno, non v’ha 
dubbio, nella quantità estesa delle proprietà, la cui dimostrazione 
non invoca per nulla la scienza de’ numeri. Si: ve ne sono: tali 
mtnquc sono tutte? Ma la rettificazione delle curve, la planimetria, 
la volumetria. la teoria fertile e importantissima delle figure simili 
non sono immedesimate con l'Aritmetica, o particolare o generica, 
e non chieggono il suo sussidio ? E che sono quelle sbarre, o quei 
piccoli intervalli fra le lineette che ci presentano le figure d'Euclide 
specialmente nel libro V ? Forse non sono indicazioni di numeri 
espressi in quella lingua che Deslutt de Tracy chiamò dipinta? Fu- 




- 110 - 

rono queste le mie riflessioni. E dello stesso mio avviso poco 
dopo si mostrò pure essere il celebre Wilson, allorché nella sua 
memoria Iella alla Società Matematica di Londra fece parola come 
già vi accennai (§ 88) del « gran difetto di Euclide che ha partorita 
la sventurata conseguenza di separare la Geometria dal- 
1’ Aritmetica. » Oh ! me ne'accorgo: sono uscito per un istante dal 
seminato : e voi perdonatemi questa breve digressione. Lo so : gli 
episodi sono proprii dei poemi : ma talvolta le circostanze li ren¬ 
dono opportuni anche in prosa. Torniamo ora nel campo. 

231. Tutto 1’ esposto iutorno alla sfera è nella ipotesi che il 
raggio sia l’unità di misura, ossia t. Nei casi particolari però suole 
esprimersi per r il numero delle unità secondarie, da cui esso rag¬ 
gio è costituito: suol farsi per es. r = piedi 6. quando il raggio è 
una tesa ; ed allora non più 6, ma (piedi c. 6 J ) ossia 216 è il nu¬ 
mero dei piedi cubici necessari alla formazione della tesa cubica 
(§ 210,211) ; e quindi invece di scrivere r c , è invalso l'uso di scri¬ 
vere r>. 

232. Avvertiamo bene pero, che non piedi lineari 6 co¬ 

stituenti il raggio, i quali per qualsiasi moltiplicazione non diven¬ 
gono volumi, ma (piedi c. 6) 3 = (piedi c. 216) formano l’unità rag¬ 
gio cubico ; e perciò, se ignoto fosse il volume V della sfera avente 
il raggio di piedi 6, avremo V = r«X'/i<r = r c X 8 %i — (pie¬ 
di c.6) s X *'/ 2l •“ (piedi c. 903 </,). E se viceversa fosse ignoto 

il numero dei piedi lineari, che formano il raggio, e si conoscesse 
il numero dei piedi c. che costituiscono il parallelepipedo equiva¬ 
lente alla sfera, che è piedi c. • 33 *v, no segue, che col dividere 
questo volume per 88 /^, il quoto 216 che si ottiene, esprime in piedi 
cubici (unità secondarie) il cubo del raggio, ossia la tesa cubica, che 
è l’unità primaria. Coll’estrarre poscia la radice terza dai piedi cu¬ 
bici 216 costituenti il raggio cubico, noi nel 6 che si ottiene , ri¬ 
troviamo non già una linea (giacché con le linee il cubo non si è 
formato) ma ritorniamo a quel paralcllepipedo lungo quanto èlungo 
il raggio cubico, ossia la tesa cubica, ma largo ed alto un piede soltan¬ 
to, largo ed alto cioè quanto larga ed aita è l'unità secondaria; ricu¬ 
periamo cioè quel parallelepipedo genitore del raggio o tesa cubica, di 
cui col più minuto dettaglio vi ho descritta la formazione (§ 209,210). 
Ora questo parallelepipedo di piedi cubi 0, a cui l’estrazione di ra¬ 
dice terza ci ha condotto, non e l'oggetto delle nostie licerchc, ma 
è un risultato, da cui ciò che ri cerca viene dedotto con la mas¬ 
sima facilità, perchè il cercato numero dei piedi lineari, che for- 
niauo il raggio, ò il medesimo 6. Con ciascuno di essi infatti coin¬ 
cido un lato di ciascuno dei piedi cubici del trovato parallelepipedo. 
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Non confondiamo per» uno cosa con l'altra. Unica iq ne smini. Al¬ 
la estrazione di radico noi dobbiamo la cognizione dei 
entrici che formano il parallelepipedo : sì dei piedi cubici, e 
perciò di un volume, e non dobbiamo meravigliarcene. Da questo 
risultato poi la cognizione deduciamo dei piedi lineari del raggio. 

233. Dunque riepilogando abbiamo, limitandoci alla approssi¬ 
mazione di Archimede. 

I. . . . C = 2rr = rX"/i = rX(li + '/,)-«i (Fig. i°); 

ossia la periferia è equivalente alla retta ai costituita dal raggio ac 
ripetuto 6 volte, più due volte la sua settima parte. 

II. . . . S ■=» ir r* = r* X 5a /r = *•*>< (3 -t- «/,) = aq ; ossia la 
superficie del circolo è equivalente al rettangolo aq formato da ap 
,quadrato del raggio ripetuto tre volte, piu una volta la sua settima 
parte. 

HI.S’ (superi, della sfera). = 4 ir r- = r a (4 X M /r) = 

r*(12 -f- */x) \ ossia la superficie della sfera è equivalente al ret¬ 
tangolo an costituito dal rettangolo ak per ispezione di figura for¬ 
mato dal quadrato ap ripetuto 12 volte, più il rettangolo ori che 
è il rettangolo oq, settima parlerei quadrato ap ripetuto quattro 
volte. 

IV. . . V = «/ s rrr 3 = t-3(« /s . s*/ f ) = rs (4 4- */ 2l ), 

ossia il volume della sfera è equivalente al parallelepipedo eretto sulla 
hase as, il quale è la terza parte del parallelepipedo eretto sulla base 
(in; e questo parallelepipedo è formato dal cubo erotto sopra ap qua¬ 
drato del raggio) ripetuto 4 volte, più 4 volte la sua ventunesima 
parte. 

234. Ecco i rapporti che hanno col raggio 1° la periferia : 2° 

la superficie del circolo: 3° la superficie della sfera: 4° il volume 
della sfera. Le equivalenze, che specialmente col sussidio della fi¬ 
gura abbiamo ora esposto, sono le idee annesse allo formole qui 
espresse,^ queste idee precisamente e non altre, di modo che chi 
non le /m, ignora il significato delle formole di cui fa uso; e no¬ 
tate Ime, che non sono formole di passaggio, ma finali e interes- 
santiflime. • 

235. E se iu onta a queste mie dichiarazioni e ammonimenti 
taluno asserisse, che secondo le teorie del Prof. Purgotli nella for- 

t 

mola r = l/ dovrebbe r esprimere un volume, mentre appa- 

. V . 

risce chiaro come il sole, che in quella forinola r ci esprime il 
raggio della sfera, senza aver d’ uopo d'alcuna avvertenza » io 
mi credo in debito di dichiarare, che questo teorie cho mi si at- 
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tribuiscono non sono mie ; e nulla voglio arrogarmi di „„ .. 

dio non mi appartiene. Di ben altri è la gloria Oneste ten 'r° 
me professate non sono di mia invenzione : sono teorie del S !1‘ 
eomi.ne. Dal senso comune deriva infatti il proverbio che t° 
bone non può darti ohe jueilo ohe contiene » che « s dLn J 

rW ! tgrrai con cui l’hai fabbricato » e c e t Z 

ad estrarre la radice cubica, a disfare cioè nel nostro caso iuel ' 
-me , uaità che si chiama terza po“n Z a ^olt !' 

. ' j 11 * 0 S ru PP° di cubi, ossia quel parallelepipedo che tu h-T 
ripetuto per ottenerla (§. SOS, 210). Che poi dalla cognizione otte' 
n ta, che se. sono . piedi cubici di cui quel parallelepipedo risulta 
pass, a dedurre, che sei sono dunque anche i pieth lineari del 
raggio, questo dicevano un sarto, che era anche un poco geometra 
questo e un altro pajo di maniche. geometra, 

236. Su ciò hai ragione, taluni altri mi soggiungevano- «i no 
lumi non vanno presi per linee rii, i 85 • * V0 ~ 

z~ 

' T , ,an '° ne ‘ SOtt “ e ’ ^paleggiare tanto mentre 

a la fine de, conti i, risultato che si ottiene e ilmedesimo diZuo 
cu, per tue tanto più brevi si giunge ... - Ho inteso ‘ 
voi dunque vorreste quella comoda ben nota teorica indicata dalle 

non pretendiamo.- mi replicarono • ma nemmunn/.- 

sopito a ve d r 8lÌatÌS Ì ma Ad e C ° mpleta diraostraz i°ne di tutte le più 
‘ - Adagio io risposi : non ultra. 

Dimostrare anche ciò che è evidente, lo si può in qualche caso- 
può servire d. un esercizio di ragionamento, non utile però nel’ 

I istruzione elementare, in cui non v’è tempo d’avanzo. In molti «sì 
p i « una ridicola pretensione. Tale quella sarebbe di definire per es 
le tre dimensioni e quindi la retta, o direzione, definire là differenza 

z r xt r.ir; 

nome di linea retta: ma la pretensione di definirla a quella è simile d! 
o d piY C " C ° ' C u ° n ‘ Qualunque definizione tu scelga, o di Euclide 
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zioni di simil genere talvolta fa capolino, e poi si nasconde (e sen¬ 
za accorgertene tu ne profitti) quel principio evidente, che hai la 
pretensione di dimostrare: e di queste petizioni di principio non sona 
rari gli esempi. Il dare però alle questioni a ciò relative, -per es. 
intorno alle parallele, il non breve, nò facile sviluppo non è qui il 
luogo. 

237. Ma se il cercar di dimostrare è talvolta cosa superflua, tal¬ 
volta ridicola , tralasciare poi per arnoi di brevità ciò che dod è 
d'immediata evidenza, e peggio poi alle dimostrazioni sostituire idee 
false, come nelle esposte'teorie della misurazione abbiamo osservato, 
noti è a tollerarsi — Ma ; si prosegue a battere il chiodo ) ma se 
in tutte le formule di passaggio ad ogni segno annettere dovessi¬ 
mo le idee, avrebbe la durala di lustri e lustri l'esposizione d’un 
semplice trattato elementare di Geometria. —Ed io: non andiamo 
agli eccessi. Non in tutte le formolo è d’ uopo trattenersi a lungo 
sulle idee associate ai segni, nè sempre occorre il farlo in ogni 
applicazione, bastando farlo con tutta attenzione una volta per 
ciascuna delle foratole generali diverse. 

Nè dalla prolissità con cui io vi ho pocanzi enucleate le mie 
riflessioni intorno alla misura dovete trarre argomento. Quella pro¬ 
lissità, quella ripetizione delle stesse idee in piu luoghi, quel troppo 
minuzioso dettaglio con cui sono esposte, credete voi che non co¬ 
nosca esse./; un difetto? Pur troppo: ma di chi ne è la colpa ? mia 
non è già ; credetelo pure: è 1’ ostinazione degli opponenti, che bi¬ 
sogna sorprendere in fragranti nel loro errore in più e più Òirco- 
stanze diverse. Con uovelli allievi io sarei stato molto più breve. 
In vergin terreno il piantare è piu agevole che in quelle glebe in 
cui ha vegetato ma! erba. Questa fa di mestieri svellere e non re¬ 
cidere. E il completavate sbarbicarla perchè filamento non rimanga 
che di nuovo rjjWluli, come pur troppo spessissimo avviene molta 
diligenza ùchrcde. 

238. Sfuggire dunque debbesi una soverchia prolissità, ma non 
perder di vista l avvertenza di Orazio « Brevis esse labaro : ubscu- 
rus fio. » lo non parteggio per D’ Alembert, quando dice agli Al¬ 
lievi « Andate innanzi, la fede vi verrà. Alles en a vani : la foi 
vous veindrà. Nè porrei al certo, come altri fece, per epigrafe nei 
miei libri questo motto « Appreuez d abord » vous comprendrez 
plus tard. » No : al contrario io vi dirò con Duhamel « Il ne faut 
uvancer gu'en $’ appuyant sur des precedente sans nuagc » ; e 
aggiungerò pure ciò che egli in seguito scrisse sullo stesso pro¬ 
posito. « Fa d' uopo non credere che l’ insegnamento sia ritardato 
mercé questa lunghezza apparente. Si é sempre guadagnato, quan- 

XIV 
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do si * appreso • meglio comprendere ciò che si fa. S quando 
ti eonoscono berte le ragioni tirile cose, uno è più allo a setto- 
prime delle nuove, ciò che in gran parte esser dchbe lo scopo 

dell’ insegnamento (a.) ». * 

Se quiilche passo è arduo, è spinoso, non seguite la comoda 
usanza di saltarlo a piè pari: potreste rompervi il collo. Togliete 
i triboli, levigate lo scabro, appianate il sentiero, chiarite in som¬ 
ma e non occultate la verità. Questo è stato sempre il modo mio 
di vedere. E questo medesimo sentimento un nostro illustre ita¬ 
liano, il chiarissimo Canizzaru, esternava lo scorso Maggio nel di¬ 
scorso Faraday agli scienziati della società chimica di Londra. « Aon 
« «(diceva egli) non è nascondendo l'oscurità delle quistioni, che 
« si accresce la luce dell'intelligenza : al contrario credo che si 
« rischiarerà molto più lo spirito degli Allievi, dando loro sen¬ 
te sa mistero ciascuna cosa per quella che è ». Ed in vero pic- 
sentaro nel più limpido aspetto le idee, e portare all evidenza il 
nesso che le collega, si, questa è la precipua cura, il primo do¬ 
vere di un coscienzioso istruttore, se gli sta veramedte a cuore, 
che dubbi non insorgano nelle menti dei suoi discepoli, che dif¬ 
ficoltà insormontabili non incontrino nell’ acquisto delle cognizioni 
successive, e che alle più discrete dimande, che negli esami ven¬ 
gano ad essi fatte, non abbiano per colpa non propria a prendere 
I’ aspetto di stupidi mammalucchi. 

239. Nelle idee ora esposte intorno alla sfera, cenni ho voluto 
darvi d’ uu metodo di dimostrare, che non è la sintesi euclidea. 
Da molti (ed anche da taluni, che di Geometria non intendono un 
acca,) ho sentito dire piu volte, die bisogna preferire all’analiti¬ 
co il metodo sintetico di Euclide. E con queste espressioni, seb¬ 
bene poco felici, poiché non vi sono parole cui in Matematica 
siensi dati più significali diversi quanto quelli di analisi e sintesi, 
si vuole significare, che bisogna, seguendo Euclide, dure dimostra¬ 
zioni senza allontanarsi dalla figura, da essa traeudo con la mas¬ 
sima evidenza le necessarie deduzioni, e bandire del tutto 1’ uso 
delle formole algebriche. Tale linguaggio induce a far credere elu¬ 
vi sia una horriera di separazione tra 1 uso delle formole e quello 
delle figure; e questo è grave errore. L’uno dei metodi non e ia¬ 
to) Il uè faul pas croire que l'eusegnement serà retardé par ces 
lougueura apparente. On a toujours gagnó, quaud on appris a mieux 
oomprendre ce que I’ ou fait et quand on oonusU bieu le raisons 
jes eboses, on esl plus aple a en deeouvrir de uouvelles, ce qui 
doli etre en gronde parile le but de 1‘ ensegnemeiil. (Des melbodes 
dalia les Sciences de rnissonen enl — Deuxieme parile pag. XIV et #0). 
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conciliabile coll’altro; e bene ottenere possiamo quell’evidenrt 6M 
ir noi produce la ispezione della figura, senza rinunciare al bene¬ 
ficio della brevità, che ci danno le formolo. Onesta brevità infatti, 
se non può ottenersi allorché agli Allievi si manifesta la prima 
volta 1’ associazione dello idee somministrate dalla figura ai egm 
delle forinole, è in seguilo un beneficio immenso, che le formoie 
ci procurano, rapidamente portandoci ai risultati in moltissime ap¬ 
plicazioni, senza bisogno di un ripetuto richiamo d. .dee, che a suo 
bell’ aeio può 1’ Allievi -ritornare alla mente, quaudo una volta le 
ha apprese. Profittare delle formoie, ma non «immettere la espo¬ 
sizione dei loro rapporti con la figura, come nell’ora esposto esem¬ 
pio mi sono ingegnato alla meglio darvene un cenno, questo è il 
felice innesto, che procurare dobbiamo nell’ insegnamento della 
Geometria. Unum far ere, el alìud non omittere. 

Incominensnrnbtlltà inconciliabile 
con i numeri e con le proporzioni. 

HO. Dopo i dati sviluppi intorno ai coucetti dell infinito e 
della misurazione, eccomi ad esporre le mie opinioni e chieggo 
perdono del troppo prolungato ritardo) a que Matematici, dei quali 
feci parola al $ 143. Questi nelle gentili lettere direttemi, disposti 
mi si addimostrano a parteggiare per le mio idee; e solo alcune 
dilucidazioni mi chieggono intorno alle teorie dell’ incommensura- 
b ; litn. Krcole. 

I X (Mitili ISCnilMP.X'ST;lUBTM. 

HI. Comincio dal far palesi le obbiezioni, che molli anni in¬ 
dietro si fecero alla mia avversione ad ammettere i numeri incom¬ 
mensurabili - Per qual ragione, mi si disse, ti ricusi dal riguar¬ 
dare per numeri le quantità incommensurabili contro la genera e 
opinione ? Forse non sai leggere che nel tuo libro ? Perche nell# 
idea del numero tu scorgi 1’ unità di misura, pretendi che altri non 
possano escluderla? Quel Duhamel stesso, che tante volte a so¬ 
stegno delle tue opinioni con venerazione tu citi, e mille altri dis¬ 
sentono da aucsti modi tuoi di vedere, e vorresti obbligar noi a 
seguirti? Tu sei in contraddizione con te medesimo. Ex ore tuo 
U- judico. Ci hai pure dotto piu volte, cho le definizioni nominai, 
dateci da accreditali autori portano scritto in fronte il « Noh me 
tangere » Se dunque a dotti di grande inerito è piaciuto di acco¬ 
gliere nella classa dei numeri aneli» 1. quantità iu.ommeiuurab.il, 




-116 - 

a che tanto strepitare centro ? A Matematici sommi è così piaciuto; 
e cosi piace a noi — Ed io ben convengo, risposi, che sullo defi¬ 
nizioni nomiuali uofi si disputa. Si: noli me tangere, esse ci im¬ 
pongono, ma hanno anche uu altro diritto, quello cioè di non essere 
abbandonate, e di proibirci di appigliarci ad altre nel trattamento 
d’una stessa inatei ia. 

242. Riflettete, soggiunsi, che se qualche volta da taluni si è 
preso il numero per sinonimo di quantità in genere, egli e certo 
che quando trattasi delle teorie relative alle operazioni dirette ad 
aumentarne, o diminuirne determinatamente il valore, da ognuno 
il numero viene per necessità definito per una pluralità, per un 
complesso o multiplo ili unità della medesima specie. E in cia¬ 
scuna unità facendo astrazione da ciò che ha di diverso, e soltanto 
riguardandovi ciò clic ha di comune con le altre, tutte si conside¬ 
rano eguali, tale essendo la condizione, sulla quale sono fondate le 
operazioni che nei numeri loro sono eseguibili. 

Perciò il numero ò il risultato della ripetizione dell’unità. Sette 
oggetti di qualsiasi sorto non è che 1’ oggetto uno ripetuto sette 
volte: e il sette volte non è un numero astratto, come comune¬ 
mente, ma erroneamente si dice: tult’altro che abstractus. ossia 
tolto via da diverse specie di oggetti, è all'opposto un numero in¬ 
dicante sempre la medesima specie di cose, gli atti cioè di ripeti¬ 
zione, mercè dei quali risulta il sette oggetti ; e questa riflessione 
che è utilissima e ben facile a farsi (V. Nola pag 92) io nei vari miei 
scritti la ho ripetuta ormai cento volte. Il sette oggetti perciò è 
cosi essenzialmente legato al sette volte, che Newton, e poscia 
D’Alembert, lasciando da parte l'idea degli oggetti, che possono 
essere qualunque, hanno dotto altro non essere il numero, che un 
rapporto, il quante volte cioè 1’ unita di misura è stata ripetuta. 
E se ciò non è a dir vero un’esprimersi con tutta esattezza, per¬ 
chè il numero degli oggetti ottenuti è un risultato che non è a con¬ 
fondersi col numero delle volte che l'unità è stala ripetuta per 
ottenerlo, ben però addimostra, come questo numero oggetti sia 
intimamente dipendente dal numero volte, che P unità oggetto è 
stata ripetuta, di modo clic senza questo quante volle, che si è 
chiamato rapporto per quoziente, manca il concetto del numero. 
Badate però bene a due cose, che sono interessantissimo per non 
Cadere in errori I. Riflettete, che questo rapporto non è generico, 
non è un rapporto per differenza, o altro qualsiasi. Nò: è un rap¬ 
porto. per quoziente, quel particolare rapporto di contenenza cioè, 
che por convenzione viene dai Matematici inteso, quando non gli 
si aggiunge epiteto alcuno. II. Ridettele ancora che « in vilium 
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rin¬ 
filici/ culpae fuga, si care/ arte » e che perciò bisogna non giun¬ 
gere al punto ili prendere la dipendenza per identità : o credere, che 
allorquando osserviamo per es. che il i oggetti è contenuto tre 
volte in 12, nostra mente pensi allora, che non il 4 oggetti, ma il 
quante volte il 4 oggetti contiene l’unità sia la cosa, che è c»nte r 
uuta tre volte non nel 12 oggetti, ma nel quante volte il 12 og¬ 
getti contiene 1'unità, lo che è falso, giacché, rientrate in voi stessi 
e vedrete, eh/ in questo caso ciò che pensa la mente si è, che 
considerato il 4 come unità, esso è contenuto tre volte in 12, e che 
perciò il 12 può riguardarsi come 3, quando il 4 si consideri come 
1. II contenersi dei rapporti nei rapporti, che che ne abbia pensato 
Erone, » ne pensino Baltzer, Betti. Brioschi, Cremona, é un non 
senso. 

213. Esposte cosi le idee, che comunemente si sogliono an¬ 
nettere alla parola numero, notiamo, che Duliamel stesso nella pa¬ 
gina 2 della 2.' 1 parto dei suoi metodi di ragionamento chiama 
numeri tutte le diverse pluralità dell' unita, nè da queste idee si 
scosta G. Bertrand, quando nella prima pagina dello sua Aritme¬ 
tica ci dice che « il risultilio (Iella misura di unii grandezza si 
rappresenta mediante un numero >i. E se Duhamel parlando delle 
radici, pag. lì Deuxicine l'arlie (e così G. Bertrand) dichiara che 
alla idea del numero si è 'lata una novella estensione, ciò dice uon 
per altro essersi fatln che per togliere delle eccezioni. E quali que¬ 
ste sieno. ed in qual guisa egli crede di eliminarle, ce lo dichiara 
alla pag. 73. dicendo, che « allorquando una quantità concreta 
di specie qualunque varia di una maniera continua, essa passa 
per una infinità ili rullivi, che sono esprimibili in numeri, e per 
una infinità di altri, che non lo sono. EU è per fare sparire 
queste eccezioni, che si è datu una novella estensione alla idra 
del numero, si è cioè estesa alla maniera di essere relativa al 
rapporto di due grandezze qualunque, aventi, o non aventi mi¬ 
sura comune. » Ora sebbene ci dichiari di avere estesa 1’ idea del 
numero per dar rimedio ad un disordine, pure (siccome a me sem¬ 
bra, che anzi questa estensione nè produca dei gravi) accordarmi 
qui io non posso con le sue ideo; ed eccone le varie ragioni. 

244. Prima di ogni altra cosa, è poi vera quella infinità di va¬ 
lori inesprimibili in numeri, che egli ammette? No: cdla è una 
reliquia delle antiche opinioni sulla legge di continuità che non 
esiste. E chiunque non ue fosse, e desiderasse esser convinto, forse 
non inutilmente legger potrebbe le pagini 93 al 132 dei miei se¬ 
greti dell ’ arie di comunicare le idee, e quanto ho qui esposto nei 
(§ 170 al 180) ove per vieppiù convincere, ho dimostrato, clic nella 
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»fnla (§ 173) la tartaruga rido avrebbe Achille, se In legge del 
solitinuo fo3?e ammissibile. 

Ed esclusa questa legge, su quili basi si fonda la necessità 
ammessa da Duhàmel e da Bertrand che una quantità concreto 
qualunque abbia a passare per una infinità di valori non espri¬ 
mibili in numeri? Billettendo sull’esempio datoci da Bertrand di un 
mobile, che scorre lungo una rotta, e per es. sopra una tavola, 
prendiamo di mira un atomo di questo mobile. Esso passerà suc¬ 
cessivamente a ouoprire gli atomi superficiali della tavola ; e sup¬ 
poniamo pure con La Place, che questi punti materiali di esse di¬ 
stino gli uni dagli altri nel rapporto stesso delle grandi masse di 
un sistema planetario. Ciò posto, permettetemi che parli a tenore 
non di ciò che le cose sono in sè, ma a tenore di ciò, che so le 
figura la nostra immaginazione, la quale non sa concepire I ine¬ 
steso, senza al tempo stesso concedergli quella estensione, la quale 
rammentar dobbiamo (§ 179 al 101) essore in noi c non nei corpi {a). 
Solo dunque per appagare la nostra immaginazione chiamiamo I 
il volume di ciascun atomo materiale, ben avvertendo che dire do¬ 
vremmo non il volume, ma ciò che in ciascun di essi è causa ( al¬ 
lorché vi phirium agiscono su i nostri organi) che in noi si desti 
r idea del volume : ed 1 chiamiamo pure il volume eguale a quello 
degli atomi, e perciò indivisibile, che ha ciascuno di que' spazioli, 
che sotto un numero grandissimo, indefinito però e non infinito, 

1’ uno all’ altro perfettamente attigui, immaginiamo che occupino 
gl’ intervalli che intercedono fra atomo ed atomo, lungo la retta 
che sulla tavola il mobile percorre. Ora ammettere, come la legge 
di continuità pretenderebbe, altri spazioli intermedi fra i detti spa¬ 
zioli e gli atomi, fra il pieno ed il vuoto, o poi altri ed altri Ir» 
questi è una manifesta contraddizione. La infinità dunque dei valori 
intermedi inesprimibile in numeri desunta dal moto di un mobile 
lungo una retta è un assurdo; e Duhamel stesso se ne mostra con¬ 
vinto, giacché le cose che riferiamo allo spazio od al tempo anche 
da lui sono riguardate per creazioni fantastiche (§ 179!. 

(o) È questa riflessione che toglie ogni forza alla obbiezione ilei 
- Sema dal qvod non habft - che mi è stata addotta più volte, al¬ 
lorché ho detto che gli atomi sono inestesi; ed abbatte pure l’altra, 
che negando ad essi l’estensioue io neghi loro una proprietà essen¬ 
ziale, e perciò la stessa esistenza. Che anzi a questa falsa deduzione 
è diamotrainieute opposto il modo mio di vedere, a tenore del qual* 
gli atomi non solo sono giganti travestiti, come egregiamente diss* 
TymUII, ma sono i soli enti clic esistono; giacche i composti non sua® 
eba gii attui più ii nostro soasatto di considerarli uniti. 




54V Ni si ripete»» però: li diamo ragion* aeH’espeste: ne¬ 
garci però non potrai, che sieno inesprimibili in numeri quell* 
quantità, che non hanno misdl-a comune, e tal sarebbe appunto la 
diagonale d’uu quadrato, che da muna piu tenue frazione del di 
lui lato può essere misurata. Ecco dunque in queste incommensu¬ 
rabili 1’anomalia, elio Duhainel si propone di fare sparire eoi dare 
alla definizione del numero una maggiore estensione, e cosi’ ecco 
anche gli incommensurabili inclusi nei numeri — Ed io ad essi: 
queste quantità incommensurabili non mi sembrano anomalie a legge 
veruna : ma, dato audio die il fossero, sarebbero poi eliminate dul- 
1' espediente, cui Duhamel ha fatto ricoiso'.’ Perchè anche ad esse 
si concede il nome di numero, solo per ciò acquistano forse la pro¬ 
prietà di assoggettarsi a quelle operazioni aritmetiche che allei ano 
il valore, come vi si assoggettano quelle quantità che hanno un 
rapporto per quoziente verso l'unità? 

246. Dopo ciò, spogliandoci degli errori succhiati col latte dol 
primitivo insegnamento, passiamo a formarci idee giuste dei cusì 
detti irrazionali [/ -■ \/ 3, ec., ossia delle cosi dette radici dei nu¬ 
meri non potenze, il nostro esame portando su di un esempio ilei 
piu comuni, sulla radice di uu quadrato qualunque o del quadrato 
della sua diagonale. In questo campo il terreno è già preparato per 
le cose già esposte (192 al 239). 

247. Prima di ogni altra cosa notiamo, che quando di più su¬ 
perficie equivalenti una sia misurata, tutte le altre ancora in luto 
senno si dicono commensurabili, nel senso non già di esserlo essa 
direttamente, ma soltanto di essere uguali ad una quantità misu¬ 
rata. E in questo lato seuso che ad un rettangolo misurato dicesi 
commensurabile uu parallelogrammo obliquangolo equivalente. Com¬ 
mensurabile però nel senso rigoroso della parola doii lo è, perché 
la vera commensurabilità delle superficie consiste nell avere uno 
misura comune, soprapponibiltf. 

248. In questo senso rigoroso è ben chiaro, che oltre all e- 
sempio dato, mollissime sono le superficie equivalenti non comen- 
surabili, tuttavia commensurabili ve ue sono parecchie. Così pos¬ 
siamo per es. disporre 36 quadrateli! ili un piano iu modi diversi : 
o col porli tutti 36 in una fila sola, o formandone due file da 18, 
tre file da 12, quattro file da 9, sei file da 6, e i cinque rettangoli, 
che ne risulterebbero tutti equivalenti, sarebbero anche commen¬ 
surabili. a stretto rigore di termine, perché in tutti e cinque, seb¬ 
bene aventi diversa figura, è soprapponibile esattamente il quadrato 
misuratore. 
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249. Falla questa distinzione esaminiamo un poco se il qua¬ 
dralo della diagonale è a rigore di termine commensurabile col 
quadrato del lato. Per conoscerlo, cominciamo a dividere il lato base 
di un quadrato qualunque uni ^Fig. 2, pag. 97) che chiamiamo 
I, in un qualche numero di parti per es. in G. Su ciascuna di que¬ 
ste sei lineette erigiamo un quudratcllo, ed ecco formato un ret¬ 
ta ngoletto di sei quadralelli', che ripetuto sei volte forma il qua¬ 
drato (§ 206). Cosi il quadratello cretto sopra una delle sei lineette, 
in cui si è divisa la base del quadrato (unità principale' è la sua 
unità di misura: il ietta ngoletto formato da 6 di questi quadrateli! 
difilati lungo la base del quadrato (e non I» base) è la ra¬ 
dice: il quadrato formato da 6 di questi rettangoli e perciò dai 36 
quadratelli è la 2 a potenza. È poi chiaro che il ragionamento è lo 
stesso, qualunque altro fosse il numero in vece del 6. 

230. Avendo poi certezza mercè il teorema di Pitagora, che 
essendo 36 i quadralelli che formano uu quadrato, a 72 di questi 
quadralelli è equivalente il quadrato della sua diagonale, resta a ve¬ 
dersi, se questi 72 quadratelli si possano disporre in modo da cuo- 
prire esattamente il quadrato della diagonale, sicché dire si possa, 
che i due quadrati sono a rigore di termine commensurabili. Per 
tale oggetto estraendo dal 72 la radice 2“, ci accorgiamo, che di 
soli 8 quadratelli risulta il retlangoletto che (§ 249) e radice dei 
massimo quadrato, che con i 72 quadralelli formare possiamo: in¬ 
fatti gli 8, che sopravanzano ai 64 impiegati, non bastano a far si, 
che il quadrato ottenuto costituito da 8 rettangoletti si converta in 
un altro che abbia 9 rettangeletti da 9 quadralelli ciascuno. A for¬ 
marlo occorrerebbero quadratelli 81, e disponibili non ne abbiamo 
che i soli 72. ai quali 6 equivalente il quadrato della diagonale. 
Perciò il quadrato composto di 64 quadratelli soprapposto a quello 
della diagonale lascia scoperte delle superfìcie, la cui somma è equi¬ 
valente alla somma degli 8 quadratelli di avanzo, ma non è misu¬ 
rata da essi. 

231. Provando a dividere il lato del quadrato non più in 6, 
ma per es. in tu lineette, alfine di avere il quadratello misura 100 
volte più piccolo del quadrato, ovvero in 100 lineette per avere il 
quadratello misura diecimila volte pili piccolo, ec. (§208); ed ope¬ 
rando nel modo stesso ora esposto fa), mai giungiamo all'Intento. 

232. Sia puro il lato base del quadrato diviso anche in parti 

milionesime, un milione saranno pine i quadratelli formanti il rei- 
1 

(a) legga le pagine 698 e seguenti delle mie Lettere filosofiche 
edite in Perugia 1832 chi amasse ulteriori dettagli. 
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tangoletlo erettovi, il quale ripetuto un milione di volte (ormerà 
esattamente un bilione (giusta il sistema di numerazione italiana! 
di quadrateli, che misurano il quadrato. Il quadrato della sua dia¬ 
gonale sarà equivalente al suo doppio, cioè a due bilioni, di qua¬ 
drateli da cui estraeodo per approssimazione la radice 2 a , troviamo, 
che il numero dei quadrateli! costituenti il rettangoletto (radice) 
elevato sulla diagonale è 1414213. E questo rettangoletto, ripetuto 
tante volte, quanti sono i suoi quadrateli, forma il massimo qua¬ 
drato contenuto nei due bilioni, che è 1‘190998409369 quadrateli. 
Glie ne maucano perciò 159063) per giungere ai due bilioni, ai 
quali è equivalente il quadrato della diagonale; e sebbene non è 
certamente piccolo quest’ avanzo, tale esso è, da non permettere, 
che possa aggiungersi nemmeno un solo quadrateli al rettangoletto 
radice, che ne contiene 1414*213, giacché un solo di più che il ret¬ 
tangoletto ue avesse, e risultasse perciò di 14142*4 quadrateli, al¬ 
zato che fosse questo numero alla 2 a potenza darebbe per quadrato 
1000001231796 che è maggiore di 2 bilioni. 

253 Anche questo esempio ho voluto dare per sempre più 
convincervi quanto alla chiarezza delle teorie in proposito giovi 
acquistare l’abitudine di annettere ai numeri l'idea delle superficie. 
Del resto per accertarsi, che la diagonale è incommensurabile col 
lato, senza imitare quell’ Architetto, di cui parla Montucla, il quale 
per tale oggetto volle spingere 1’ estrazione sino ad ottenere una 
radice avente 200 cifre decimali dopo la virgola, ecco quanto basta 
richiamare al pensiero. Chiamato a il numero delle unità frazionarie 
lineari del lato di un quadrato, a* il numero dei quadrateli! che lo 
costituiscono, e 2a a il uumero di questi quadratelii, cui, mercè il 
teorema di Pitagora, sappiamo essere equivalente il quadrato della 
diagonale, ne segue che, se questo numero 2« 2 di quadratelii po¬ 
tesse cuoprirlo esattamente, il uumero di questi quadratelii, che 
formare dovrebbero il rettangoletto luugo la diagonale dovrebbe 
(§ 249) essere l/2a 2 = a^t. Ma al Ai è numero impossibile, es¬ 
sendolo il suo fattore l/2; e l/2 è impossibile, perchè 2 non ha 
radico nè tra gli interi, siccome numero primo, nè tra i frazionari, 
avendosi dalla teoria delle potenze, che niun numero frazionario im¬ 
proprio a qualunque potenza sia elevato produce un numero in¬ 
tero: dunque ò anche impossibile il numero dei quadratelii che co¬ 
stituire dovrebbero il rettangoletto, e quindi il numero delle loro 
basi, che essere dovrebbero le unità lineari costituenti la diagonale. 
Laonde lato e diagonale di un quadrato sono incommensurabili in 
conseguenza della incommensurabilità dei loro quadrati. 


XY 
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254. Dunque un' uniti frazionaria misura del lato di un qua¬ 
drato piccola a tal segno, che esaltamento misurure possa la dia¬ 
gonale, noi giammai troveremmo quand'anche proseguissimo a sud¬ 
dividere o risuddividere il lato per tutta eterniti. li se. ad oggetto 
di rinvenirla, ci prendesse il destro di fare una passeggiala per la 
via lattea, qui e là frugando per quelle vaste moli, di cui è po¬ 
polata, frustranea sarebbe al certo la uoslra ricerca anche in quel 
mondo, in cui qualche panegirista della sperienza a carico della 
intuizione, ci fa sapere, che spera trovare l’abbaco in cui il due 
e due limito cinque, 

255. Malgrado però F evidenza di questa incommensurabilità, 
I’ abitudine contratta, fin dalla istruzione elementare, ad associare 
alla idea della diagonale la falsa idea di un numero, che in qual¬ 
che modo la esprima, portò anche alcuni scienziati di molto merito 
a credere, che io, col dire che il segno i/'ì 6 il segno della im¬ 
possibilità dell’ esistenza di un numero, che esprime la diagonale, 
abbia avuto la pretensione di negare 1’ esistenza della diagonale. 
Ma: Santa Lucia! Quando mi si pone sott’ occhio la (Fig. 5"), io 
vedo il quadrato ol, e vedo quella traccia d’ inchiostro gh, che, 
sebbene sia un volume irregolare avente qualche rassomiglianza ad 
un parallelepipedo d' inapprezzabile spessezza e larghezza, pure 
è il segnale sensibile del tipo geometrico, della diagonale, che in 
due lo divide. Sì: io la veggo: e perchè in pari tempo so con cer¬ 
tezza, die niuna parte ennesima del lato Ig può esattamente mi¬ 
surarla, e lo dichiaro, ella è questa dichiarazione, parliamo un poco 
sul serio, un motivo da far 
supporre, che io sostenga non 
esistere la diagonale cho ho 
sotto gli occhi ? Posso mai 
credere, che essa non vi sia 
per la ragione, che io non 
posso esprimerla in numeri? 

Mancherà il numero e non 
la cosa ; giacché fa d' uopo 
essere per avere la condizio¬ 
ne di non potere essore e- 
spresso. Un puro effetto dun¬ 
que if irriflessione può aver 
portato a tale supposizione. 

Che se questa in taluni sus- g a 

aistesse ancora, io direi loro: suppormi irragionevole a tal segno, 
da cadere in abbagli così madornali, questa perdonatomi, questa non 
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è carità fraterna: egli è proprio un volermi inquilino il! S Mar¬ 
gherita (così dimandasi il Manicomio di Perugia) e se I’ ostinazione 
proseguisse, io non so per chi di noi due quell' ospizio sarebbe 
più adatto. 

256. Ma di una quislioue ben piu interessante dell'ora esposta 
dobbiamo occuparci. Ella è Topinamente di quo’scienziati, i quali 
con me si accordano nel ritenere, elle [/2, [/3, [/Gì, e ogni al¬ 
tra radice di numeri non potenze, non sono nè interi, nè frazioni : 
credono poro che sieno numeri di un’ altra classe, e trovandosi im¬ 
barazzati a definirceli, ci confessano, che hanno un oscura fìsono- 
mia, e chi ce li caratterizza per mistici, chi per generici, chi per 
oggettivi e non soggettivi, ec. Secondo essi in somma, o in un modo 
o nell’ altro, questi numeri hanno tutti la dilettevole proprietà di 
non potere essere compresi ; ma sono. E 1° sono, dicono taluni, 
perchè producono. E 2® sono, sostengono taluni altri, perchè in- 
finitesimi. E ,'ì" sono, si è recentemrnte asserito, perchè limili. 

l)i ognuna di queste tre opinioni, che in diversi tempi contro i 
modi miei di vedere furono addotte dai miei oppositori, e delle mie 
riflessioni dato loro in risposta io terrò ora discorso. Solo però a 
Voi hominibus bonac voluntatis, che sebbene ricchi di cogn zioni 
cento volte superiori alle mie. pure amate di conoscere in propo¬ 
sito le mie idee; e quasi in tutte, meno tenui differenze, già siete 
del mio sentimento, io dirigo con speranza di buon successo la mia 
parola. Indirizzarla a chi ha i" umile prevenzione della propria in¬ 
fallibilità, sarebbe inutile tentativo. 

237. Oljbieziozie I. Gli irrazionali [/2, 1/3, [/ 1 2, 
ec. sono numeri non interi, non frazionari, ma numeri, perchè 
producono quantità razionali ed irrazionali — Questi sono 
dunque, io diceva ai miei oppositori, son numeri di genere neutro; 
e perchè questo è un genere per me nuovo, fissiamo bene le no¬ 
stre idee sul loro valore. Non essendo nè interi, nò frazionari, voi 
con ciò mi dichiarate, che non hanno rapporto per quoziente col- 
T unità. Esprimono dunque una qualche maniera di essere, un 
qualche rapporto fra quantità c quantità, escluso il quante volle, 
come sarebbe un rapporto generico di maggioranza, per es. della 
diagonale sul lato, o altro qualsiasi, ma non di misura. Ebbene, 
io a dire proseguiva, sebbene affatto non ne convenga, quando così 
a voi piaccia, io mi rassegno: non voglio già nè andare in collera, 
e molto meno sfidarvi a duello per questo. Tranquillamente io se¬ 
conderò i vostri capricci, e tutte le volte che terrò discorso con 
voi intorno alla diagonale e al lato di un quadralo, dirò, che dessa 
è espressa da un numero, perchè so, che con voi parlando, questo 
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numero altro non indica sa non ciò di cui sono già convintissimo, 
che cioè dessa è maggiore del lato. Ma allorquando voi, dimenti¬ 
cando la vostra capricciosa definizione, e non contentandovi di scor¬ 
gervi il semplice rapporto di maggioranza, venite a dirmi che, con¬ 
sideralo il lato come t, il numero [/i (esprimente la diagonale) 
moltiplicato per se stesso dà 2, io avrò tutto il diritto di dirvi tran¬ 
quillamente: ma voi non mantenete la data parola: quel numero, 
da cui escludevate il rapporto per quoziente, supponete ora che ve 

10 offra; giacché se quel 2 doppio di 1. che voi siete d’avviso es¬ 
sere il risultato d’ una operazione modificante il valore ha un rap¬ 
porto por quoziente coll’unità, uno divorso dovea dunque averne 
quello, che ha subito l'operazione. Ed ecco in questa aperta con¬ 
traddizione, in cui vi trovate, ecco uno dei danni a cui reca il dare 
delle definizioni a capriccio. 

2o8. E qual è, potrei anche chiedervi, in che consiste questa 
effettiva operazione, che ha prodotto il 2 ? Mostratemi un poco le 
carte, in cui Faveto eseguita. Ma no: meglio sarà dispensacene. 
Saranno rimaste sul tavolo degli appartamenti superiori della Ra¬ 
gione WrODschiana, ove al meschino intelletto non è dato salire. 

?§<vr>. 

259. Ed essi senza sgomentarsi mi ripetevano : se non si tro¬ 
va la carta, in cui si è scarabocchiato il processo della operazione, 
ben esiste quella, ove è segnato il prodotto, c se vi ha un pro¬ 
dotto, esister deggiono i suoi fattori — Ma le celie lasciando, e 
non sentite ribrezzo, in rispondeva, nell’ asserire che il 2, il 200 
Centesimi, il 20000 decimillesimi, e qualunque altro multiplo dell 
(non elevato a potenza) sia il prodotto di un numero moltiplicalo 
per sé stesso, se appunto la condizione di essere multiplo del 2, è 
appunto quella, che rende impossibile l'esistenza di un fattore, che 
per sé moltiplicato il produca ? E avete il coraggio di dire 1/2 esi¬ 
ste perchè ’S = i, quando invece 1/2 è il segno della im¬ 

possibilità, che vi sia numero, che sotto la voluta condizione dia 
2'? Se cercaste nascondere questa impossibilita, non lo meritereste, 
ma pure vi compatirei : ma addurre in prova della esistenza di 
[/2 la sua impossibilità!! Se no possono dire delle più grosse? 

11 l/2 è impossibile perchè non v' è numero che possa produrre 
il 2, ma però esiste, perchè lo produce. Ma che logica è questa? 
Vorreste dirmi, che la moltiplicazione in questa sorta di numeri 
non è una ripetizione : che la loro particolare natura richieda tut- 
t' altro? Saremo allora al solito ritornello : in che dunque ella con¬ 
siste? Significatecelo, o se la spiegazione sarà valida veramente, n 
non un sofisma, non un enigma, vi seguirò. 



- 125 - 


160. Altri poi con brusca cera, come di persone, che si credo 
offesa, e non dubita del fatto suo, mi soggiunsero — Sia pure, che 
nel caso particolare di una semplice elevazione a potenza, non havvi 
risultato per esecuzione di processi : ben però mille altri casi si 
danno, noi quali in seguito di operazione sugli irrazionali, si ot¬ 
tiene per risnllalo uu numero razionale. Eli, ter buon Uomo, i pro¬ 
dotti reali non vengono dal nulla, non pullulano dai tuoi'numeri 
irrazionali non esistenti. Contro questo assioma cosa rispondi? A 
quali argomenti, a quali delle solite tue sottigliezze credi tu di poter 
fare ricorso. Vile pigmeo, vorresti opporti a un Bertrand ? Sostiene 
aneli’ egli (Aritm. tradotta dal Novi pag. "263) « che qualche volta 
i rapporti fra quantità incommensurabili e commensurabili-, cioè 
il quoziente d' una quantità irrazionale per un’ altra irrazionale 
può assegnarsi in numeri o interi o frazionari ». E guarda: il 
grano è sull' aja : eccoti 1’ esempio stesso che egli ci dà. Si abbia 
l/tiil/J. Vorrai tu negarci non essere 2 il quoziente che ne 
risulta? Avresti ardire di . . . Ed io: non vi riscaldate di troppo, 
dissi a cotesti smargiassi : troppo calore al capo potrebbe nuocervi : 
mi spiace dirvelo ; ma lo vostre rodomontate non fanno breccia, 
non mi avviliscono per nulla. Anzi, quando vi sareto posti in cal¬ 
ma, vi pregherò dare un occhiata a quel 2, risultato che mi avete 
offerto voi stessi. Guardatelo bene por tutti i lati : armatevi di buone 
lenti, se ne avete bisogno; e se dopo le più minute indagini ri¬ 
manete ancora nella vostra ostinazione oli! allora io vi dirò: pos¬ 
sibile! Possibile, che non vi siate accorti della burla che vi hanno 
fatta, una burla da carnevale. E la vostra avvedutezza, ebe tanto 
vantate, non vi ha fatto certi che quel i 12:i/3 è una maschera, 
è una quantità razionale bella e buona travestita sotto gli abiti 
della irrazionalità? È un 2 semplicissimo; ma, come la lesta di una 
avvenente donzella a forza di fiocchi, fiori, francie, penne, piume, 
ricci, tope, e veletta sul volto, tutto il bel suo sembiante ha per¬ 
duto, cosi pur egli si è trasfiguralo ; e mercè quelle vesti eteroge¬ 
nee che gli hanno addossato, ha perduta la sua semplicità. Pri¬ 
ma di ogni altra cosa lo hanno duplicato, ed eccolo divenuto 4: 
gli hanno appiccicato un bel segno radicale ed ecco f identico 2 tra¬ 
vestito in (/4. Ma questo semplice travestimento sarebbe stato poco 
valevole a nasconderne la sua fisonomia : d’altra veste si è perciò 
ricoperto: si è moltiplicato e diviso per i/3 ; e cosi questo 2, 
senza nulla cambiare l’intrinseco suo valore, è divenuto 


1/4X1/3 ...1/4.3 . l/li. 

1/3 1/3 H J/3 

e la burla e fatta ; e tra i burlati, non credeva, foste anche voi. 
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Svestire però questo ? fieli'irrazionale indumento 6 ben facile: 

l/J 2 è 1 ò l ; ‘ /3 ' è ^!è!. 

1/3 l ' l /3 l /3 .. 

Cosi al 5 por es. potrebbe «ì^rsi l’aspetto di j/bO s [/ e chi 
gradisse occuparsi di altri esempi, legga le mie lettere filosofiche 
alla pag. 511. Ora Io operazioni, che hanno servito a riporre nella 
sua pristina semplicità il 2. sono stale forse dirette ad alterare il 
valore che il 2 ha rispetto all' unità? No certamente: nessuna. Vero 
non è dunque, che di queste operazioni alteranti il valore sieno 
suscettibili i numeri irrazionali. Le operazioni, cui li abbiamo as¬ 
soggettati, ad altro non hanno servito che a cambiarne 1' aspetto. 

E ciò ne addimostra, che se il calcolo in qualche circostanza ci 
recasse a ?(/ 3 : j 3 questa formolo ci avvertirebbe, che qui si 
cerca ottenere il quanto volte quella quantità, la quale sorebbe e- 
spressa da 1/3, se 1/3 esistesse, (ovvero nei casi pratici quella 
quantità, che ò radice di un numero prossimissimo a 3) è contentila 
nel suo doppio; ed c ben chiaro che una quantità qualunque sta 
nel suo doppio due volte. 

261. La teoria dei radicali è utilissima a semplicizzare i cal¬ 
coli, e ci fa risparmiare moltissime operazioni; ma quelle modifi¬ 
canti il valore delle quantità, addizione, moltiplicazione, cc. sui 
radicali non si eseguiscono. Perché possano queste realmente aver 
luogo, necessita ridurre i radicali per mezzo d’ una estrazione di 
radici, o esattamente, o prossimamente a numeri interi, o frazio- 
zionari; ed allora è ben chiaro, che non sugli irrazionali, ma su i 
razionali si opera. Che le teorie dei radicali semplicizzino molto 
il calcolo, bene l’addotto esempio Io manifesta. Non profittandone, 
conviene, per ottenere il risultato, direttamente estrarre più o meno 
approssimativamente le radici e dal 12 c dal 3, e poscia sulle ot¬ 
tenute quantità razionali operare; ed è allora, e non prima, che 
ne risulta il valore approssimativo 2, come ci mostrano le tre se¬ 
guenti espressioni 

1/12:1/3 ~ M/.,i -« 

1 / 12 = 1/3 = *■*'/,, 13 — 2 
|/12:1/3 = MMiN'/i*»*»* - 2 
Profittando delle teorie dei radicali, spessissimo esse sempli- 
eizzano, e facilitano le operazioni, che dobbiamo eseguire su i ra¬ 
zionali, che in fine si sostituiscono agli irrazionali, e talvolta le 
risparmiano del tutto pur anche, come nel nostro esempio, in cui 
senza operazione alcuna modificante il valore delle quantità, è ri¬ 
sultato il 2. Guardato le cose pel verso loro. Riguardar non dovete 
quel 2, che tutto a un tratto è uscito fuori, come il quoziente d’una 
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divisione eseguita sulle quantità irrazionali : il 2 non si è ottennio 
mercè di una reale divisione, che abbia reso il J/12 tante volte 
piu piccolo quanto lo indica [/ 3. No, e millo volte no. Il 2 si è 
ottenuto non perché il divisore ha operato, ma perchè, per Je teo¬ 
rie dei radicali il divisore è sparito, allorché esse ci hanno accer¬ 
tato che 5 *= SJ/ 3:|/'3 «= 2. Ed è sparito perché anche 

il [/ 3, se esistesse, starebbe (c il numero che prossimamente espri¬ 
mo ciò che dovrebbe essere espresso da [/ 3) sta esattamante due 
volte nel suo doppio. K questo ritiesso rende pur anche ragione 
del 2 quoziente esatto e identico, che si ottiene nella reai divisione 
dei razionali più o meno prossimi, che si sono sostituiti alle radici 
di t2, o di 3. 

262. Risposta simile pure detti a quelli, che si avvisavano po¬ 

tere giustificare I’ esistenza dei numeri irrazionali nel caso in cui 
sono non finti, ma veri, sembrando ad essi che per un risultato 
riguardare si possa quell' irrazionale diverso a cui ci reca il calcolo 
dei radicali, come nel caso di |/3:l/S = l/% = 1/4,8. Basta 
infatti riflettere che 1’ ottenuto [/ 1,5 è una espressione più sem¬ 
plice, ma non è 1’ ultimo risultato che ci dia il valore di ciò che 
cerchiamo, il quale ignoto ci rimane, finché uon si estrae la radice, 
che troviamo essere 1,2247... 11 calcolo dei radicali ci ha però giovato, 
perchè ci ha recato ad una espressione, da cui il nostro intento 
otteniamo con una sola estrazione di radice, mentro due ne oc¬ 
corrono, ed una divisione, se (non volendo profittare della teorica 
dei radicali] si operi come è espresso dala seguente equazione 
[/~3 : j/^2 •=» “ f.2254, che di pochissimo differisce 

dall’altro valore trovato col sussidio delle teorie radicali. Conclu¬ 
diamo perciò, che i numeri irrazionali uuu possono assoggettarsi 
ad operazione alcuna che alteri il valore delle quantità, e nulla 
perciò producono perchè nulla sono ; giacché (provo noja a ripe¬ 
terlo) 1/2, 1/3, ec. nuU’allro ci indicano che una impossibilità, cui 
altro rimedio non possiam dare che sostituzione di numeri fra¬ 
zionari. 

263. 01>1>ieacioi'c XI. Lìti irrazionali sono numeri di 
unità infinitesime. E qual bisoguo infatti, mi si disse, di cercare 
prove di fatto noi prodotti delle irrazionali per accertarci della loro 
esistenza? Dessa non è dimostrala a priori dalla loro natura? 
Prondete la parte infinitesima del lato; e non esistendo altra, che 
sia di questa piò piccola, questu dovrà necessariamente essere la 
misura comune del lato o della diagonale : trasportala sulla dia¬ 
gonale, non può lasciarvi un avanzo minore di lei, che è la mi¬ 
nore di tutto quantità. Questa parte infinitesima è dunque la misura 


X 







-128 - 

comune del lato e della diagonale. E so nei casi pratici 1’ opera¬ 
zione non si spinge molto oltre per la ricerca di questa radice, 
ciò non osta all’ esattezza dei ragionamento, che ci dimostra essere 
la diagonale un numero infinito d» unità inlinitesime. 

264. Due sole parole, e la confutazione è compiuta. Uh infi¬ 
nitesimi non esistono (§ 165). E a meglio convincervi, ecco lu 
tela del ragionamento che la vostra ipotesi richiede. Misura della 
diagon ale è la parte infinitesima del lato : dee dunque il lato con¬ 
tenerne un numero infinito; giacché se il lato fosse divisibile in 
un numero maggiore, esse non sarebbero le più piccole. Ecco dun¬ 
que nel luto un numero infinito di parti infinitesime. Su ciascuna 
di queste lineette conviene erigere un quadratalo ; ed ecco da un 
numero infìoito di quadrateli! costrutto un rettangoletto eretto sul 
lato. Questo numero di quadrateli! maggiore di ogni assegnabile, 
da cui è risultato il rettangoletto, (sebbene come infinito non possa 
addizione ricevere nemmeno per parte di un quadrateli soltanto) 
venga ora ripetuto un numero infinito di volto, giacché 1' ottenuto 
rettangoletto va ripetuto tante volte, quant’ è l’infinito numero dei 
quadratei li, di cui esso risulta; ed ecco in questa 2“ potenza del— 
1' infinito, ecco tutto accolto il numero dei quudratelli, che com¬ 
pongono il quadrato eretto sul lato. Ma quest’ infinito di 2 U or¬ 
dine è ben poca cosa in confronto al numero dei quadratoni, cui 
è equiva ente il quadrato della diagonale. Pitagora ci ha dimo¬ 
strato, che questo no vaie il doppio. Conviene perciò duplicare un 
infinito di 2* ordine! Ora, posto che dar volessimo ai vocaboli ij 
rigoroso significato, dissi io agli opponenti, il trovare se il numero 
dello conlraddizioui esposte in questo periodo superi, o non, il nu¬ 
mero delle parole, è problema che lascio a V oi. Por scioglierlo 
avrete più tempo di quello di cui possa ora disporre. Debbo im¬ 
piegarlo per frangerò un osso più duro. 

265. Obbiezione III. I numeri irrazionali sono, per¬ 
chè sono limiti. E intorno ai limiti prima di ogni altra cosa 
premetto di non avere nulla da opporre all’ uso che si fa di essi, 
ma soltanto all’ abuso, ai falsi ragionainonti, che vi si sono appli¬ 
cati. Mature considerazioni sugli ora esposti assurdi, i quali discen¬ 
dono dalla teoria degli infinitesimi allorché accordare ad essi si 
voglia una reale esistenza, dettero origine a quella dei limiti. 

266. L' iugenita avversione, che tutti abbiamo all' annullamento di 
checchesia, recò gli antichi Geometri a tentare una conciliazione 
fra 1' esistenza delle quantità, alla quale non possiamo rinunciare, 
e alla nullità del loro valore richiesta dalle condizioni del calcolo, 
coll' introdurre nella scienza gli infinitesimi. Ebbene lo stessa mo- 








- 120 - 

tiv° fecò pure i moderni Matematici alla teoria de, limiti, legitti¬ 
ma figlia della teoria degli infinitesimi. E ho detto i moderni, per¬ 
le, se (a quanto ci è noto) ì limiti furono bellamente introdotti 
nella scienza da Archimede, egli non vi intruse doi falsi ragiona¬ 
menti, come da, Moderni si fece. Si: questa sperata conciliamone 
porto antichi o moderni a quell’ibrido innesto di due piante affini 
a dir vero, e in sommo grado omogonec, 1' ente ed il nulla. Ed 
ecco nascere le quantità minori di ogni data, ecco gli zeri non 
zen, che sotto aspetti diversi proseguirono ad essere fin’ oltre alla 
meta del secolo scorso (§ 157, 158) il deplorabile soggetto della 
occupazione di tanti felicissimi ingegni, che a ben miglior uso im¬ 
piegare avrebbero potuto quel tempo prezioso, che spesero nei me¬ 
tafisici tentativi diretti a convertire in teoremi gli assurdi. 

26 J- E intorno a quest’ epoca, che D’ Alembert, accorgen¬ 
dosi della impossibile esistenza degli infinitesimi, s’ingegnò elimi¬ 
narli dalla scienza, cercando di giungere per altra via ad ottenero 
que risultati stessi, che con 1’ uso dogli infinitesimi si erano otte- 
nut. Alla espressione di numeri infiniti od infinitesimi quella egli 
SOS i ui di indefiniti, e di indcfinitcsimi. Ma poiché nel dettaglio 
delle sue dimostrazioni non gli fu possibile il dispensarsi dal dire 
che le differenze tra le variabili mai possono decrescere a tale 
da far si, che la parte misurata possa raggiungere il limite, cui 
dessa crescendo, o decrescendo avvicinasi, così giusta i suoi prin¬ 
cipi medesimi queste differenze sono suscettibili di prendere un nu¬ 
mero infinito di variazioni nel loro decremento. Ed è poi in 
correspettività di questo numero, che non può egli esimersi dal- 
ammettere le quantità minori di ogni data, le quali sono i nulla 
vestiti di parole al pari delle quantità infinitesime. Ed in vero una 
volta che quantità minori d, ogni data vengono ammesse, queste 
quantità esistono. E se esso sono, sono date ; e poiché hanno la pro¬ 
prietà di essere minori di ogni data e di ogni dabile, poiché il dato 
non e che U debile in atto, hanno dunque la proprietà di essere 
minori di sé medesime, apertissima contraddizione. D’ Alembert dun- 
lacutezza del suo ingegno, 1° non si è avveduto 
che 1 addizione di sole tre Ietterò (il mai) fatto nelle sue espres¬ 
sioni, ha avuto la potenza di scacciarne due nelle parole indefini- 
to e inde fini t esimo, di nuovo convertendole in infinito e inpnite- 
«mo. Ed in tal guisa egli è tornato dall’indefinito, che esiste, al- 
infimto che non esiste, e che appunto perciò aveva egli escluso. 

D Alembert dunque, e tutti i limilisti, il modo hauno trovato non 
già di elimininare, ma di nascondere l’infinitesimo sotto il velo di 
una perifrasi ; cosicché, mentre si sono adoperati per togliere ogni 
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adito all’ infinitesimo, nelle loro dimostrazioni, è loro piovuto ad¬ 
dosso un diluvio d’infinitesimi, e di infiniti. 

268. 11 precipuo argomento posto a base della loro teoria da 
essi detto principio o metodo dei limiti, col quale credono dimo¬ 
strare 1' esistenza dei numeri irfcommensurabili, non che la rigo¬ 
rosa esattezza degli ultimi risultati dei teoremi e problemi, che ai 
limiti si riferiscono, è il seguente, lo lo tolgo quasi ad litteram dal 
§413 dell’Algebra di Francoeur tradotta dal Gasbarri « Suppo- 
« nicimo, egli dico, che gli elementi di un problema sieno insieme 
• collegati per mezzo della equazione Aa = B8-4-1»: che A 
« e B sieno costanti, ed a e 5» variabili simultaneamente: che 
« l’ equazione debba sussistere per qualunque loro stato possibile 
« di grandezza : e che A e 81 rimangano costanti, mentre a e b 
« sieno suscettibili di decrescere insieme quanto si vuole: questa 
« equazione si divide in due, ossia da questa eguaglianza derivano 
« A~B, ed a ■= b. » Infatti per rimanerne convinti, si rifletta 
che dalla A -1- a = II -F l> deriva A — Il ■= b — a; cosicché, 
se A non fosse eguale a 11 ma vi fosse una determinata diffe¬ 
renza K, questa sarebbe pure tra a e b, avremmo cioè A -Il 
= K, ed egualmente b — a = K. Ma che fra b ed a sia una de¬ 
terminata differenza K, ripugna alla loro essenza, la quale richiede, 
che elleno possano divenire minori anche di K. Dunque a — b = O, 
ossia a ■= b; e perciò A = II. 

Quanto il ragionamento è ineccezionabile, altrettanto è spes¬ 
sissimo male applicato, allorché con esso dimostrare si pretende c 
F esistenza dei numeri incommonsurabili, e 1’ esattezza della sosti¬ 
tuzione della variabile alla costante, o viceversa. Che vale che il 
principio sia vero, quando è d’ uopo avvertire « sed mine non crai 
huic locus ? » E che non di rado ciò avvenga, per convincervi ba¬ 
sterà che due casi io vi ponga sott’ occhio. Ed uno sia il solito 
eaempio della misura della diagonale del quadrato, e l’altro la mi¬ 
sura del circolo. 

269. Misura della diagonale del quadralo. Unicamente per fare 
un confrónto con i termini dell’ equazione dataci nel ragionamento 
dei limitisti, in vece di una retta sola, come al § 271, qui consi¬ 
dero due rette eguali alla diagonale. Sia perciò (Fig. 6’) la pq eguale 

ir p ff 

c n t 

m r s v 

Figura 6'. a 

al lato di un quadrato, la et e la ri> eguali alla sua diagonale : sia 
M l’unità di misura contenuta 10 volto in pq e 14 volto con l’a- 
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vauzo ni nella et: sia poi la m <0 volte più piccola di M e perciò 
contenuta 400 volto in pq, e 444 volto in rv, che è la diagonale 
misurata con m. ed in cui rimano un eccesso sv necessariamente 
minore di nt. Ora chiamate A la retta cu, il la nt, II la» rs, e 

b la se, abbiamo . en n( = rs - 4 - sv, 

ossia . A -4- a = II -4-.il. 

E se passiamo a misurare la cl e la rv con misure 40 volte rispet¬ 
tivamente più piccole, 1’ estrazione di radice (§ 253) ci fa conoscere 
che se continua ad essere sempre più piccola di nt. A talo parvenza 
può dunque giungere la nt, ed a forliori la se, che senza errore sen¬ 
sibile si possono trascuraro, o quindi sostituire alla incommonsu- 
rabilo et la parte misurata c», e la rs alla rv, quando le misure M 
ed m si considerino recate ad una insensibile tenuità. Il ragiona¬ 
mento, che ci conduce a quest'ultima deduzione è ben facile. Noi 
ommettiamo nella equazione le duo variabili ni ed sv, ossia il e II» 
non perchè eguali, giacché non lo sono giammai, ma perchè, seb¬ 
bene diseguali, sono trascurabili entrambe per la loro piccolezza. 
Chiaro è dunque, che al sopra esposto ragionamento dei limiti af¬ 
fatto qui non est locus, nò in ispazio, come suol dirsi, nè in riga ; 
giacché ivi il e II si tolgono dall’ uu membro o dall’ altro, perchè 
ivi sono eguali, mentre nel caso nostro sono sempre diverse. Ivi 
A e II sono costanti, mentre nel caso nostro A e B, ossia cn 
ed rs sono successivamente variabili in più, e di tanto, di quanto 
successivamente in meno vanno progredendo il e II, ossia nt ed sv, 

270. E siete in inganno, dissi pure a coloro, che insistevano nel cre¬ 
dere che il ragionamento dei limitisti potesse in qualche modo appli¬ 
carsi al nostro esempio, allorquando il o II fossero divenute (posto 
questo impossibile) infinitesime. Allora, essi mi dicevano, A e 11 
sono eguali; e il principio dei limiti, che tali le richiede, sarà a- 
dottabile — Ed io : no: giacché 4" la discrepanza sarebbe sempre 
per parte di A e di II, che nel nostro esempio sono variabili, e 
sono costanti nel suddetto ragionamento ; 2° perchè, quand’anche 
«l e II ossia nt ed su divenir potessero infinitesime, in questo stato 
ancora proseguirebbero ad ossere disuguali. Già Galileo nei suoi dia¬ 
loghi, anzi prima di lui un’altra gloria italiana il Sofo d’Aquino 
ci aveva nella sua Somma avvertito doversi distinguere diversi in¬ 
finiti « Species numerorum parium sunt infinitae ; et simililer 
species numerorum imparium : et lamen numeri pares et impares 
sunt plures quam pares. » Ebbene in simil modo che degli infi¬ 
niti si è detto, dire dobbiamo pure degli infinitesimi, quando tali 
fossero divenuti nt ed so. 

271. Il principio dei limili dunque uod è in conto alcuno ap¬ 
plicabile al caso in quistione, non vate a dimostrarci per nulla, 
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che alla rt> incommensurabile si possa sostituirò la parte misurata 
ri. Il ragionamento il più semplice, che a ciò ne conduce, e a cui 
va pure a riferirsi quello già dato (§ 269) è il seguente. Chiamata 
A la diagonale bt, O la sua parte misurata cn, b l’eccesso ni 
minore della esilissima linea 'M con cui ò stata misurata la cu, si 
ha A = 15-4-1®* e non l’equazione dei limitisti A4-«l -= ®4-b. 
In questa v* è la variabile il che non entra in verun conto nella 
nostra semplicissima dichiarazione ; e la B è costante, mentre nella 
nostra equazione ò variabile, o tale, elio siamo dispostissimi a sosti¬ 
tuirla ad A quando 1» siasi resa si piccola, che a nulla monti il 
tenerne conto. 

272. Misura della superficie del circolo (a). Sia un circolo 
circoscritto da un poligono regolare qualunque. La superficie A del 
Circolo è una quantità costante, che unita alla somma dello 
aje di tutti i triangoli mistiliuoi compresi tra la circonferenza o il 
perimetro è uguale alla superficie del poligono circoscritto. La som¬ 
ma di questi triangoli è una variabile b. che può divenire vieppiù 
tenue quanto maggiore è il numero dei lati del poligono che al 
circolo siasi circoscritto e perciò, chiamata B la superficie di que¬ 
sto poligono, abbiamo 1' equaziono A+b = B la quale per due 
titoli differisce dalla A4-a = B-pb dei limitisti; e perchè vi man¬ 
ca la variabile 51 e perchè la B vi è variabile, o non costante. 
La B infatti essendo la superficie del poligono regolare circoscritto, 
che va successivameuto decrescendo col crescere del numero dei 
suoi lati, si va approssimando sempre piu ad A superficie del cir¬ 
colo, di modo che, quando 1» somma delle aje dei triangoli misti- 
linei, successivamente aneli’essa diminuendo, si è resa trascurabile, 
la ommettiamo ; e invece di A-4-b = B» poniamo A = B, po¬ 
niamo la superficie del ciicolo eguale a quella del poligono, non 
perchè lo sia, ma perchè 1’ erroro di supporla tale è un orrore da 
non valutarsi. Questo è un dire le cose come sono, e chiaro e 
netto il vero, senza che influenza alcuna v'abbia l’equazione dei 
limitisti. 

273. Eppure in molti Corsi moderni 1’ equazione dei limitisti vi 
si ò applicata mercè d’ un errore, ad evitare il quale inutili forse 
non sono le avvertenze esposte al § 220 al 226. L erronea appli¬ 
cazione ò la seguente 


(a) AUiuchè quanto segue sia bene appreso dagli Allievi, e ben 
rimanga impresso nella mento loro, si mostri ad essi un circolo avente 
il raggio di un decimetro almeno sicché ben distinti possano vedere 
i lati dell’ esagono, del dodecagono, c dell’ icosalotragono regolari clic 
vi sieno circoscritti. 
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La circonferenza è ancore del perimetro de) poligono regolare 
che la circoscrive. Perciò chiamata C la circonforcnza rettificala, 
o C la brevissima retta che le manca per essero eguale alla som¬ 
ma dei lati del poligono, 1' uno attiguo all altro disposti in linea 
retta, ne seguo, che cou (CM-C) si può esprimere il perimetro del 
poligono. Chiamata SS la superficie del circolo, » la somma delle 
a je di tutti i triangoli mistilinei, i quali insieme col circolo costi¬ 
tuiscono l’aja del poligono ciicoscrilto, quest aja può essere espres¬ 
sa da S-H*. Perciò sapendosi, che l'aia dei poligoni regolari è 
il quadralo dell’ apotcma ossia del raggio del circolo iscrittovi ripe¬ 
tuto tante volte, quante volle il raggio, ed una sua parte ò conte¬ 
nuta nel suo semi-perimetro, si ha 

(X) .(S> + *) =r- X */,( C ■+■ C )j 

e quindi . . 

(Y) .Sì -+• fi = r a X*/C r, X‘/e® 

ondo, togliendo da un membro l’una, dall’ altro l’altra variabile, 
perchè in virtù del principio dei limiti sono eguali, risulta uon ap¬ 
prossimativamente, ma esattamente. 

(Z) .S=»r 2 X‘/»€. 

274. Analizziamo questa dimostrazione. Abbiamo dalla Geome¬ 
tria che, eccetto 1’ esagono, non v’ è poligono regolare, che abbia 
il suo perimetro commensurabile col raggio del circolo iscrittovi. 
Perciò preso il raggio per unità, il numero che dovrebbe esprimere 
il perimetro ( C-+-c) non è già un numero incognito, poiché so 
fosse tale, potrei sperare di giungere a conoscerlo. No : egli ò ri¬ 
gorosamente dimostrato, che uon esiste. Ed in vero, certo essondo, 
che non v’ è unità frazionaria del raggio, per quanto immaginare 
la vogliamo tenuissima, la quale misuri il perimetro, è pur certo 
chè più uni, ossia qualsiasi numero di uni non può essere, se 
1’ uno non è. 

Così Archimede giunto, come vedemmo f§ 217) al poligono 
regolare di 96 lati, trovò, che il suo semi-perimetro, ed anche la 
semi-circonferenza del circolo iscritto ò maggiore di 22, e minore 
di 23 settimi del raggio , c perciò, trascurato il piccolo eccesso, 
disse, che prossimamente il semi-perimetro del poligono di 96 lati 
è 22 settimi del raggio, ossia è il raggio ripetuto tre volte, c una 
volta la sua settima parte. Quindi presa sulla retta ai ^Figura 4 d 
pagina 408) la porzione (ir eguale a 2a /»’ ossia a 3 volto il raggio 
più */» del raggio stesso, essendo dalla Geometria dimostrato, clic 
il rettangolo erotto sopra una retta eguale al semi-perimetro avente 
l'altezza del raggio del circolo iscrittovi ò equivalente al poligono, 
conohiusc, che il rettangolo aq eretto sopra ar formato dalla ripe- 
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tizione di ap quadrato del raggio fatto tre volte, piu l' addizione fatta 
una volta della sua settima parte, come la figura dimostra, pren¬ 
dere prossimamente si dovesse poi rettangolo equivalente al poli¬ 
gono di 96 lati, che immaginiamo Circoscritto al circolo C. Cosi, es¬ 
sendo giusta il calcolo di Arciiimede il raggio diviso in settimi, il 
suo quadrato risulta di 49 quadratclli aventi per lato la sua settima 
parte, e quindi il rettangolo aq, elio prossimamente è equivalente 
al poligono, risulta dei 49 quadratelli formanti il raggio quadrato 
ap ripetuti per quanto lo indica (3 + */f ) ossia di quadratelli 154. 
Inoltre (ed eccoci ad una seconda approssimazione) riguardando Ar¬ 
chimede come trascurabile la differenza fra il poligono circoscritto 
ed il circolo, conchiuse che prossimamente i 154 quadratelli aventi 
ognuno per lato */, del raggio, e costituenti il rettangolo aq, espri¬ 
messero ancora la superficie del circolo io parti di raggio quadrato. 

A rigore però, se lungo la retta ai si ripeta di seguito 48 volle 
il lato del poligono circoscritto al circolo C, che ne ha 96, si avrà 
materialmente presa la lunghezza del semi-perimetro, la quale di 
un tratto brevissimo supererà la lunghezza ar calcolata da Archi- 
mede, tratto indeterminato, ma certamente miuore di */, del rag¬ 
gio. Ora dal punto estremo di questa retta veramente eguale al 
semi-perimetro elevando una perpondicolare eguale al raggio, il 
rettangolo, che ne risulta ben poco maggiore di aq sarà il vero 
rettangolo equivalente all’aja del poligono. E siccome il poligono 
contiene il circolo, cosi questo rettangolo deve certamente conte¬ 
nere l'esatto rettangolo equivalente al circolo iscritto. Debbe per¬ 
ciò essere un punto intermedio fra r e l’ostremilà della retta eguale 
al semi-perimetro, debbe, dico, esservi un punto, dal quale elevan¬ 
dosi una perpendicolare, dividere questa dovrebbe il rettangolo 
equivalente al poligono in due, uno massimo equivalente al circolo, 
l'uno minimo equivalente alla somma dei triangoli mistilinei in¬ 
terposti fra la periferia ed il perimetro, sicché, come dall’insieme 
di essi e del circolo risulta il poligono, cosi dalfinsieme del mas¬ 
simo e minimo rettangolo risultare dovrebbe il rettangolo totale 
equivalente al poligono. Ma questo punto intermedio come si de¬ 
termina? Qui voi direste sta il busillis , equi, iodico, sta l'impos¬ 
sibile. 

I Geometri (oltre ad altri metodi) con questo stesso di cui si 
servi Archimede, portando il calcolo su poligoni di un molto 
maggior numero di lati, hanno diminuito all’ estremo 1’ eccesso 
del poligono sul circolo iscritto. Ma la Geometria non ci dà il modo 
di determinare il punto sopra enunciato, sicché gralicamcnle si possa 
descriverò il rettangolo equivalente al circolo. D'altra parto; se Voi 
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cercate di misurare la circonferenza col raggio, come chiede Tipo-' 
tesi, e se per ottenere l’intento Voi (permettetemi questa assurda 
espressione, giacché talvolta gli assurdi (§ 1G6) danno forza al di¬ 
scorso) Voi proseguiste a suddividere e risuddividere il raggio jn 
eterno, e con lo slancio della vostra fantasia vi figuraste di essere 
ora in possesso di quella unità frazionaria infinitesima, che andre¬ 
ste ad ottenere in fine dell’ eternità ; e lungo la ar la ripeteste un 
numero indefinito di volte, mai potreste far coincidere col punto P 
la sua estremità, giacché quando aveste resa il più possibile pros¬ 
sima al punto P questa unità frazionaria, essa sorpasserebbe poi il 
punto P, se un’altra volta la portaste sopra la retta ar. Se dun¬ 
que non v’ è unità frazionaria C di raggio, con cui misurare esat¬ 
tamente si possa la circonferenza, poiché si ha sempre un avanzo, 
non ve n’è dunque un certo numero espresso da */a C5, che ci de¬ 
termini la semi-circonferenza; e nella equazione r 2 X l / 2 C 
manca perciò il numero, che indichi quante volte debba essere ripe¬ 
tuto il quadrato P a per formare il rettangoletto equivalente ad * 
somma dei triangoli mistilinei, e nella S = r a X*/ 2 ® manca il 
numero delle volte che il quadrato dee ripetersi per formare il ret¬ 
tangolo equivalente al circolo. E se (per tornare all’argomento dei 
limitisti) dire non possiamo che S sia nè eguale, nè diseguale ad 
P J X l / 2 C perchè C non esiste, ed è sull’eguaglianza di queste 
variabili, che è basato il suddetto argomento, è ben chiaro che 
desso è come il bel cipresso dipinto in alto mare di cui parla il 
Venosino, e quindi nè la (Y) nè la (Z) si possono dalla (X) in 
conto alcuno dedurre (a). 

Affinchè S «= P a X V2 ® P ossa prendersi per l’espressione 
della verità, due condizioni si richieggono. 1. che si ritenga deri¬ 
vare essa non dalla eguaglianza,' ma dalla somma parvenza dello 

(a) Eppure per circa venti anni ho ancb' io riguardata 1' appli¬ 
cazione del principio dei 1 i mi listi alla misura del circolo per un in¬ 
crollabile metafisico argomento : tanto è vero, che dal profondo scru¬ 
tinio di alcune proposizioni ci distoglie spesse volte la somma stima 
che abbiamo verso que’ sublimi ingegni, come francoeur, da cui ci 
vengono esposte. Meno scusabile era però in me quest’ errore, per¬ 
chè connesso con la esistenza dei numeri incommensurabili ben molti 
anni prima da me ripudiata. 

E in tal circostanza tacer non voglio essere pochi mesi trascorsi 
da che mi sono accorto d’un altro errore da me commesso 15 anni fa 
nel mentre che nei mici segreti dell'arte di comuni care le idee, trattava 
appunto dei difetti della teoria dei limiti; giacché ivi sono espres¬ 
sioni che addimostrano essere da me ammessa la esistenza di quelle 
quantità infinitesime, che molto tempo prima io avoa confutate. Lo 
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duo sopradelto variabili, la quale c'induce 8 non valutarle. II. Che 
si ritiene doversi al segno di un impossibile, qual è '/a C annettere 
l’idea d’una quantità commensurabile, che prossimissima sia per 
quanto no aggrada a quella di cqi cerchiamo il valore. 

275. Quindi, che i circoli sieno limiti cui i poligoni iscritti e 
circoscritti sempre più si avvicinano quanto più cresce il numero 
dei loro lati, è verità incontrastabile. Che poi <> questi limiti noti 
« sieno numeri interi, riè numeri frazionari, ma in quanto servono 
» alla misura delle grandezze, e so/tra i quali si possono fare ope- 
« razioni analoghe a quelle che si fanno sopra gli altri numeri, e 
a che seguono le stesse leggi » siccome si esprimono gli Autori del— 
l'Appendice agli Elementi di Euclide stampata nel 1869 alle pagine 
388, 389, egli è un gruppo di incontrastabili assurdità. 

276. Ma se questi numeri, mi dicevano alcuni a quell’appen¬ 
dice molto devoti, se questi numeri incommensurabili non sono per 
lo appunto quelli, su cui si fanno operazioni modificanti il valore, 
negarci non potete tenuissima esserne la differenza, e di più esser 
tale da poter ulteriormente diminuirsi. Non è dunque una ridico¬ 
lezza il farne tanto addebito a chi la trascura, o tanto impegno mo¬ 
strare perchè la non si perda di vista ? E non è un adagio il « sum- 
mum jus, stimma injuria » e il « De minimis non curat praetor ? » 

Ah ! è una ridicolezza ? Bravi : ho capito. Fo un nodo sul faz¬ 
zoletto per non dimenticarmene : ma vi risponderò più tardi. 

277. Permettetemi 1' occuparmi ora di questi altri Aristarchi, 
che con occhio compassionevole e riso sardonico mi dicono: «Ma 
perchè o innovatore celeberrimo perdi il tuo tempo intorno agli 
incommensurabili : e non ti sei accorto che il caso dell’incommen¬ 
surabilità è un sogno, e non è tra i possibili ? — L'obbiezione non 


idee succhiate nel primo scientifico alimento, anche dopo che si sono 
riconosciute e dichiarate erronee, si riaffacciano per associazione alla 
mente, che distratta in altri pensieri non le discaccia, e passano tal¬ 
volta molti anni, prima che ne sia dato avvedercene. Avea ben ragione 
Orazio, quando prescriveva, che ogni nostro lavoro prima d’ esser 
dato in luce nonum prematur in annuiti membrianis inlus positis. Ed 
anche nove anni non sarebbero sufficienti. Quante inesatte espressioni 
ho io già notato, e vongo notando nel margine delle mie stampe do¬ 
po ben più lunghi intervalli di tempo ! I E ciò mi piace di palesare 
a dispetto di quel falso amico dell'amor proprio, cho mi consiglie¬ 
rebbe a non farne parola. Folle ! Chè non si accorge esser pure a 
suo danno il non correggersi appena che ci accorgiamo di avere com¬ 
messo uno sbaglio, c peggio poi il preferire il ridicolo ostinarsi allo 
in genuo e generoso ricredersi. 
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è nuova risposi. Gli antichi Geometri ancora mossero quistione, se 
realmente nelle estensioni omogenee possono darsi quantità incom¬ 
mensurabili, che essi chiamavano asimetriche ; e fatta una distin¬ 
zione, la risposta è ben facile. Di che voi parlate? Di oggettivo q di 
soggettivo: di reale o di ideale? So parlate della misurabilità dei corpi, 
avete ragione: l'asimetria è impossibile, perché dessa richiede quella 
divisibilità all’infinito, che negli atomi non può darsi (§ 170 e 171). 
Gli atomi della materia sono la causa, ma non già l’estensione che 
noi percepiamo. Se poi di questa parlate, se dei tipi che la Geo¬ 
metria ci offre, in ben molti casi le linee, le superficie, i volumi in¬ 
commensurabili esistono ; o i citati esempi e della diagonale del 
quadrato, e del circolo ce lo hanno ad evidenza addimostrato. Con¬ 
chiudiamo perciò, che l'incommensurabilità è quistione estranea alla 
realtà delle cose: ò ben possibile però nei tipi ideali dell’ estensione ; 
ed il trattamento di questi tipi è in molti casi utilissimo. 

Proporzioni impossibili negli incommensurabili. 

278. Se una quantità dicesi incommensurabilo ad un’ altra 
quando nè essa, nè una parte delle più piccole eguali in cui essa 
è divisa vi è esattamente contenuta un dato numero di volte, ciò 
vale quanto dire, che tra esse non v' ha rapporto. E se proporzione 
altro non è, che eguaglianza di due rapporti, è chiaro che egua¬ 
glianza di rapporti non potrà esservi dove essi mancano. Ammet¬ 
terla equivale a questa proposizione. « Jl rapporto che esiste fra 
« due quantità che non V hanno è uguale al rapporto che esi- 
« ste fra due altre quantità che non l’hanno. » Ostinarsi a ten¬ 
tare di dimostrare 1’ esistenza di una proprietà in due cose, nelle 
quali per condizione fondamentale assoluta questa proprietà manca, 
è un non volere insieme, e volete. E se negar non mi potete es¬ 
sere questa la più manifesta contraddizione, vi è forza concedere a 
priori, che ogni argomento diretto a dimostrare proporzioni tra gli 
iucommensurabili esser non può che un velalo paralogismo. 

279. In vari corsi queste pseudo-dimostrazioni sono sotto di¬ 
versi aspetti inserite: ma bene esaminate possono a due ridursi: 
al paralogismo degli antichi rinnovellato specialmente da Lcgendre 
e suoi imitatori, o al paralogismo dei limitisti precipuamente usato 
da Francoeur. Poniamoci ad indagare ove e nell’ uno e nell' altro 
sia nascosto 1’ errore, e prendiamo ad esempio un facile ed interes¬ 
sante teorema. « I rettangoli equi-alli sono proporzionali alle 
loro basi. » E 1’una base supponiamo eguale al lato, l’altra alla 
diagonale d' uno stesso quadralo. 


XVII 
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280. Ecco qual' 6, ridotto ai menomi termini, l’argomento di 
Legendro, o suoi numerosi seguaci. « Mercè la dimostrazione data 
nel caso delle basi commensurabili, il rettangolo r non può stare 
od R., come la base di r ad una retta ne più lunga, nè più 
corta della base di R. : dunque necessariamente come base a ba¬ 
se; quod erat demonstrandùm » — Ed io: ma fra le basi di *• e 
di R non vi è rapporto : dunque nemmeno fra r ed R, quod 
per se patet. E notiamo bene, che quando si usa 1’ espressione 
• rettangolo non sta a rettangolo, come base a base » non inten¬ 
diamo già dire, che il rettangolo sia contenuto nel rettangolo un 
numero di volte disuguale da quello di baso in base : no : inten- 
diam dire non potersi ammettere rapporti nò uguali nè diseguali, 
perchè non vi sono, cioè un rettangolo non sta un esatto nu¬ 
mero di volte nell’ altro, come la sua base non sta nell’ altra. 

281. Yale poi per i limitisti la stessa confutazione. Essi ag¬ 
giungono una tenue lineetta j3 alla base B, e un rettangoletto 
p a Irettangolo R, quanto basti per rendere commensurabili le basi 
e i rettangoli, sicché si abbia r s (R -i-p)«= ?>: (B-)- J3) ed 
appena che le variabili J3 e p hanno fatto questa comparsa, eglino 
le fanno tosto sparire, non già perchè trascurabili ( la qual cosa 
è il perohè unico cho possa addursi ) ma in virtù essi dicono, del 
principio dei limiti ; e perciò *•: R. = t» : B. Ora trascurato an¬ 
che il riflesso, che il principio dei limiti non è qui applicabile, per¬ 
chè fondato sull' eguaglianza delle variabili, le quali nel caso no¬ 
stro nemmeno sono omogenee, la deduzione v : R = t> : B è 
tanto falsa, quanto è falsa una contraddizione, che ammetto nel 
risultato ciò che nell’ ipotesi viene osciuso, qual’ è l’esatto quante 
volte una base, o qualche sua aliquota è contenuta nell’altra base, 
la quale le è incommensurabile, ed esclude perciò quell’ esatto quan¬ 
te volte, in che unicamente il rapporto, di cui noi trattiamo, consiste. 

Svelato l'inganno che sta nascosto nelle esaminate pseudo- 
dimostrazioui, torniamo a conchiudere, che negli incommensurabili 
proporzionalità non può darsi (§ 278), 

282. Ma quasi fosse questa una sentenza di morte, qui fare è 
d’ uopo un’ opera di misericordia, consolare gli afflitti : e prego an¬ 
che voi già disposti a seguirmi a fare altrettanto. Molte e molte 
volte mi hanno assordate le orecchie lo più flebili geremiadi sulla 
fine imminente della Geometria, qualora bando si dasse alle propor¬ 
zioni negli incommensurabili. « Dunque addio, ho inteso dir be¬ 
ne spesso, addio o medie proporzionali fra i segmenti del dia¬ 
metro, quando il prodotto di essi non è una seconda potenza. 
4dd»0 o perimetri, che nelle figuro simili siete proporzionali ai 
lati: e voi, o afe, che lo siete ai loro quadrati, e voi, o volumi 
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proporzionali ai cubi loro, se maiala fortuna non vi toccasse, 
siccome spesso avviene, di avere una misura comune. Addio in¬ 
fine o bella scienza dell’ estensione. Ohi come, dato che sia 1’ o- 
stracismo alle proporzioni negli incommensurabili, oh I comg, già 
ne par di vederlo, come obscuratum est aurum di tante sorprendenti 
tue proprietà ! Oh come dell' avvenente tuo aspetto mutatus est 
color optimus. Oh come ...» — Ma do, io diceva, tranquilliz¬ 
zatevi, fatevi coraggio: cessino i vostri piagnistei; giacché que’li¬ 
miti stessi i quali male applicati abbiamo veduto, che non giovano 
a nulla, valevoli saranno a tergere le vostre lagrime. E se il pa¬ 
nico timore di queste immaginate rovine non vi ha tolto il bene 
dell’ intelletto, tenete dietro alle seguenti considerazioni. 

283. I casi i più interessanti, nei quali comunemente si crede 
che si abbia una proporzione fra termini commensurabili f/incom¬ 
mensurabili sono due. I. Quando i conseguenti sono incommen¬ 
surabili con i rispettivi antecedenti ; ed allora i termini del 2" rap¬ 
porto possono essere anche eterogonei a quelli del 1.° II. Quando 
il medio proporzionale è incommensurabile con i rispettivi estremi, 
ed allora tutti e quattro i termini sono omogenei. Dell’uno e del¬ 
l’altro caso diamo ora un esempio, mostrando 1° come anche nei 
casi particolari risulti che proporzione non v’ è ; e 2° esponendo 
quali sieno le modificazioni, necessarie per ammetterla. 

284. I. Caso. Antecedenti incommensurabili con i rispet¬ 
tivi conseguenti. Sieno p. es. i lati di un angolo divisi in due se¬ 
gmenti ; e agli allievi d' uopo è porre la figura sott’ occhio, lo che 
per voi sarebbe superfluo. Il segm. superiore L del sinistro lato 
dell' angolo sia eguale ad un lato, e l’inferiore D’ alla diagonale 
di un metro quadrato. 11 segm. superiore L del lato destro del- 
l’angolo sia eguale al lato d’una tesa quadrata, e l’inferiore D’ alla 
diagonale. Egli è certo (§ 253) che fra L e D, e fra L e D' a ri¬ 
gore non v’ è rapporto ; e perciò L: D = L : D’ ossia 1’ egua¬ 
glianza di due rapporti, ciascun dei quali è impossibile, è impossi¬ 
bile anch’ essa. Ma perchè nei 4 termini ora detti non v’ ha pro¬ 
porzione, non vi sarà cosa alcuna da rimarcare in proposito? 

285. Congiungiamo con UDa retta le estremità dei segm. su¬ 
periori L ed L', e così quelle pure degli inferiori D e D'. Diviso 
in un numero di parti eguali per es. in decimetri il segm. supe¬ 
riore sinistro L, e portato il decimetro lungo il segm. inferiore D 
tante volte, quante è possibile, troviamo che vi sta 14 volte, più 
uu avanzo minore del decimetro, troviamo cioè, che il segm. D 
uguale alla diagonale ò maggiore di 14 e minore di 15 decimetri: 
troviamo che il fatto verifica quanto ci dà l’estrazione di radice. 
Diviso che sia poi L in cento centim., e poi in mille millim. ec. ( 


- 140- 

vediamo che il centimetro è contenuto 141 volte, e poi il millim. 
1414 volte, ec. nel segm. inferiore D con un avanzo relativamente 
minore e di un centim., e di un millim., ec.; cosicché concependo, 
che il numero delle divisioni uguali di L vada indefinitamente 
aumentando, la misura successivamente più piccola portata sul segm. 
inferiore D lascierà necessariamente un resto sempre minore; 
mentre la parte misurata di D, ossia il segm. D diminuito di que¬ 
sto resto, che si è reso successivamente più piccolo, diverrà suc¬ 
cessivamente più grande, passando dai 14 decimetri ai 141 centim; 
ai 1414 millim. ec., senza però che la sua estremità mai giungere 
possa all’ estremità del segm. D. Ciò fatto si divida in 10 parti 
eguali anche il segm. L\ che è uguale a una tesa. Poscia dai punti 
1' uno all' altro prossimi del segm. inferiore sinistro, ove hanno 
termine le parti misurate (che sono c i li decimetri, e i 141 centim., 
e i 1414 millim. ec.) si conducano al lato destro tante parallele 
alla rotta Che congiunge le estremità dei segmenti L ed L’. Cia¬ 
scuna di queste rette, siccome è condotta da un punto che divide 
il lato sinistro in parti commensurabili, determina nel segm. de¬ 
stro (come è dalla Geometria dimostrato) una parte la quale ha al 
segm. superiore L’ lo stesso rapporto che ha ad Lia parte corrispon- 
deute del segm. D sinistro; cosicché, come L, che è o decimetri 10, 
ovvero centim. 100, ovvero millim. 1000, ec. sta alla parto misu¬ 
rata corrispondente del segm. inferiore D, cioè a 14 decimetri, oa 
141 centim., o a 1414 millim., ec. cosi L’, che è o decimi 10, o 
centesimi 100, o millesimi 1000 di tesa, sta alla parte corrispon¬ 
dente dei segm. inferiore D ', separata dalla rispettiva parallela, parte 
che è o 14 decimi, o 141 centesimi, o 1414 millesimi di tesa, ec. 

E facile pure ò dimostrare in un modo analogo, come agli 
stessi segmenti superiori L ed L’ siano pure proporzionali e i 15 
decimetri a sinistra, e i 15 decimi di tesa a destra, che superano 
i segmenti inferiori D e D' per un eccesso minore della tenue 
misura con cui si sono misurati; e cosi dicasi dei 141 centimetri 
a sinistra e centesimi di tesa a destra, e dei millim. 1414 e dei 
millesimi di tesa 1414, ec. che non giungono a suporare di un 
centesimo, e di un millesimo, ec. gli stessi segm. 1) e D', ai quali 
sempre più decrescendo avvicinansi, ma non eguagliano giammai. 

Quindi dall' esposto dettaglio chiaramente risulta quanto mi era 
proposto di dimostrare, che cioè Li V = Di D' è un impossibi¬ 
le, ossia che rigorosameute al lato del metro quad. e al lato della 
tesa quad., ossia ai segm. superiori L ed L’ proporzionali non sono 
le rispettive diagonali, ossia i segm. inferiori D e /)’, ma in vece 
lo sono quelle lunghezze variabili misurate, prossime a D e a D’, 
lo quali sempre più, o coll’ accrescerle, se trattasi delle minori, o 
ool diminuirle successivamente, se trattasi dello maggiori, possiamo 




-Al¬ 
quanto ne aggrada ad esse diagonali D e D' rendere sempre più 
prossime, ma eguali giammai. 

Concludiamo perciò che quando la Geometria ci offre quattro 
termini, dei quali il 2" e il 4 U (che figurano per conseguenti d’una 
proporzione) sono incommensurabili, veri conseguenti essi non so¬ 
no, ma lo sono in vece loro quelle grandezze espresse in numeri, 
delle quali essi inesprimibili iu uumeri sono i limiti, (a) 

(a) 1 limiti sono quantità costanti, cui altre, crescendo o decre¬ 
scendo sotto una data legge, si approssimano senza mai raggiungerle. 
Ed essendo quantità, è ben chiaro, che prendere l’infinito per limite 
delle crescenti, I’ infinitesimo, e lo zero per limile delle decrescenti 
è un errore, giacché infinito, e infinitesimo, e zero non sono quan¬ 
tità per la ragione che non sono. (§ 153, 155). 

Alt’ idea limile sono dunque annesse le idee delle variabili clic 
vi si approssimano, e delle differenze che vi intercedono. Essi pos¬ 
sono essere e commensurabili e incommensurabili; e come i limili, 
cosi pure sono commensurabili o incommensurabili le differenze. 

I. Lìmite commensurabile per es. è il 2 quadrato della diagonale 
del quadrato d’ un metro. Variabili commensurabili crescenti sono 
i quadrali costituiti da I96decim. q-, da 19881 centim. q. ec. Differenze 
commensurabili sono decimetri q. 4,centimetri q. 119, ec. 

Lo stesso 2 è limite commensurabile rispetto alla somma dei ter¬ 
mini della seguente progressione 

1 + Zi + % -1- % ■+• Via ■+■ • • • • 

Commensurabili sono le somme successive seguenti 

3/ Il 43/ 34/ 

/2 > li > <8 > /16 » • • • • 

Commensurabili le successive differenze che seguono 

Va .» Vi » V» » l /« i • • • • 

li. Limite incommensurabile p. es. è la diagonale rispetto al lato 
del quadrato, perchè mancando l’aliquota del lato I che la misuri, 
dell’ aliquota, che non v’ è, non può aversi un numero. E questa man¬ 
canza essendo espressa dal segno (/2, ben evidente è l’inesattezza 
di chiamar segno di un numero il segno della sua inesistenza, e dire 
che la diagonale è quel limite che ha col lato del quadralo un rap¬ 
porto inesprimibile in numeri. No: non è il rapporto (e lasciamo 
una volta di imprimere false idee negli allievi) no: non è il rapporto, 
è dessa, è dessa, che è inesprimibile in numeri, perehè non ha rap¬ 
porto col lato;e dico che non I’ ha, perchè qui si parla del rapporto 
per quoziente, e non di un rapporto qualunque. Limite dunque in- 
commensurabile ,e non numero incommensurabile, è la diagonale- Va¬ 
riabili commensurabili sono e le rette crescenti (cioè i 14 decime¬ 
tri, i 141 centimetri, ec-) o le rette decrescenti 15 decimetri, 142 cen¬ 
timetri ec. Incommensurabili poi sono le differenze, poiché non si 
ha risultato di sottrazione in numeri, ove non si ha un numero per 
minuendo .- però la prima notata differenza non giunge a un decime¬ 
tro, non a un centimetro la seconda, ec. 
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286. Caso II. Medio proporzionale incommensurabile 
con gli estremi commensurabili tra loro. Per es. « L’ordinata 
« eretta a un terzo del diametro si dice essere media proporzio- 
« naie tra i suoi segmenti I e 2 » ed a rigore non è. Ecco il nesso 
delle proposizióni, con cui i Geometri credono dimostrarlo. I. L’or¬ 
dinata divide il triangolo rettangolo avente per ipotenusa il diametro, 
e per cateti le due rette, che coll’ apice dell’ ordinata congiungono le 
estremità di lui, in due triangoli rettangoli equiangoli. II. Che 
perciò nella soprapposizione del minore di questi due al maggiore 
fatta in modo che il vertice dell' angolo retto si trovi sul ver¬ 
tice dell’ angolo retto e il cateto più breve sia sul più breve, 
l'ipotenusa del 1°mediante l’eguaglianza degli angoli corrispondenti 
ò parallela alla ipotenusa del 2°. III. Che perciò divide i lati del 
triangolo maggiore in parti proporzionali tra loro e ai lati interi, 
perchè questa è proprietà d' ogni retta che sia parallela alla base 
di un triangolo qualsiasi, sicché « 1 , che è il segm. minore del dia¬ 
metro preso per unità, sta all’ordinata, come l’ordinata sta al- 
V altro segmento, che è 2. 

La pretesa dimostrazione tutta dunque riposa sulla proprietà 
che ha una retta parallela alla base di dividere i lati in parti pro¬ 
porzionali. Ed è qui, che latei anguis in herba. Che la detta pro¬ 
prietà abbia una retta parallela alla base, quando il punto del lato 
da cui essa parte lo divide in due segmenti che hanno misura co¬ 
mune, lo concedo, dirò meglio, lo sostengo, perchè lo trovo evi¬ 
dente : se poi manca questa condiziono, nò lo concedo, nè il nego, 
perchè nella proposizione a dimostrarsi trovo una manifesta con¬ 
traddizione (§ 278). Ma poiché negli Elementi di Euclide, proce¬ 
dono altrimenti le cose, sarei io forse in errore ? 

Euclide nella proposizione 2“ del YI. deduce la proporzionalità 
dei lati divisi da una retta parallela alla base dalla proporzionalità 
che si ha fra le aje e le basi dei triangoli equi-alti. Questo modo 
di dimostrazione è ben difettoso (e ciò avverte anche Duhamel, 
sebbene un poco parteggi per Euclide) perchè fa derivare la propo- 
zionalità delle rette di che si tratta dal confronto delle superficie 
dei triangoli, mezzo che egli ben dice {Des method. ec. Tom. II. pag. 
354) « n' est pas tire de la nature mime de la queslion # ma di 
più è difettoso perchè difettoso, è pure il modo con cui (Proposiz. 
1® VI.) prova la proporzionalità tra le aje e le basi dei triangoli 
equi-alti, a cui ricorre per dimostrare il suo assunto, giacché ivi an¬ 
cora il caso della incommensurabilità non è contemplato. 

287. Il maggior pregio che relativamente alle proposizione 2 a 
del VI. di Euclide ha la dimostrazione data da altri Geometri, fon¬ 
data sulla divisione d’ un lato in parti eguali, e sulle parallele con- 
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dotte por i punti di divisione all’ altro lato consiste appunto 'nel 
mostrarci, che una parallela alla base di un triangolo allora solo 
divide i lati in parti proporzionali, quando il punto da cui parte 
lo divide in segmenti misurati da una misura medesima. Così non 
cadiamo nell’ errore di credere che anche quando questa condizione 
manchi, la parallela alla base divide i Iati d’ un triangolo qual¬ 
siasi in parti proporzionali, orrore in cui d’ altronde si cade faci- 
lissimamonte, dietro tenendo alla dimostrazione di Euclide, la quale 
non c’ avverte che questo caso è escluso. Ad evitare poi’ l’errore 
di credere, che allo proporzioni tra gli incommensurabili facciano 
strada le proporzioni dimostrato tra i termini commensurabili, valga 
il riflettere, che sono riprovevoli paralogismi le pretese dimostra¬ 
zioni di Legendre, di Francoeur e loro seguaci (§ 280, 281). 

288. Segue da ciò, che per decidere se il segmento 1 del dia¬ 
metro stia all’ ordinata y, come 1’ ordinata al segmento 2, il sopra 
esposto parallelismo delle ipotenuse a nulla vale, se i segmenti da 
esso divisi non siano commensurabili: e che non lo sieno, ce lo 
dimostra la natura medesima dello proporzioni. Infatti dovrebbe 
aversi 1 s y = y s 2, dovrebbe cioè 1’ 1 essere contenuto nell’ y, 
quante volte y in 2. E poiché 1 in y sta y volle, così y volte debbé 
il terzo termine y ripetersi per formare il quarto termine 2- dun¬ 
que t/2 = 2 : dunque y = [/2. E poiché [/ 2 è un segno destinato 
ad avvertirci della impossibile esistenza di un numero di unità fra¬ 
zionarie, che ripetute tante volte quante esso fossero dia un nu¬ 
mero frazionario equivalente a 2, ne segue, che l’ordinata non può 
essere espressa in numeri relativi al segmento I ; ed è perciò in¬ 
commensurabile. E tale essa essendo, il parallelismo delle due dia¬ 
gonali, cui in ultima analisi si appoggia la dimostrazione di Euclide 
per convincerci che 1’ ordinata fra i segmenti 1 e 2 del diametro 
è una media proporzionale, non ha alcun valore. 

289. Questa stessa avvertenza vi porterà a riconoscere, che vere 
proporzioni non sono quelle, che taluni di voi mi esponeste, gen¬ 
tilmente appalesandomi il desiderio, che io vi dimostrassi la ragione 
(che mi esprimevate non avere ancora ben chiara) per la quale ve¬ 
re proporzioni non sono. Il semplice riflesso, che il parallelismo 
di una retta alla base d’ un triangolo, fra i cui lati è condotta, non 
basta a dimostrare la loro proporzionalità, son certo, che vi avrà 
dileguato ogni dubbio. Ma perchè anche gli Allievi ammaestrati col 
testo euclideo del 1867 si convincano, che l'ordinata trai segm. 1 
e 2 del diametro non è una media proporzionale, permettetemi che 
loro io ponga sott’ occhio la seguente ben visibile figura 7®. 

290. Sul lato sinistro dell’ angolo a prendiamo ac eguale al 
segm. 1 del diametro, e quindi ero eguale all’ ordinata, e sul lato 
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destro prendiamo ao eguale parimenti all’ ordinata, ed or eguale 
al segmento 8. Con la mr si congiungano gli estremi m ed r dei 


fi 



segmenti inferiori, e con la co gli estremi dei superiori. Dividiamo 
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l’ac in 10 parti : una di queste parti decime portata lungo cm vi sta 
14 volte con un avanzo nm; giacché ripetuta un altra volta giun¬ 
gerebbe in u. Sul destro lato ar si prenda un segmento ae eguale 
a cn, che è 14 decimi; e si tiri la ce: dal punto n parta la ni 
parallela alla cc; e poiché i segmenti ac, cn sono commensura¬ 
bili, le due parallele dividono i lati in parti proporzionali, sicché 
si ha ac(1) : cn (1,4) = cn(1,4) : el (che risulta ■= 1,9§). Chia¬ 
ro è poi, che essendosi presa ae = cn, il punto e debbe trovarsi 
al di sopra del punto o. 

Se dividiamo la ac, che abbiam presa per unità, in 100 parti; 
e portiamo la misura (un centesimo) lungo cm, otteniamo cs, che è 
centesimi 141, sicché il punto s è più di n vicino adm;e la differenza 
non giunge a un centesimo. Facendo ora a destra la az = cs, il 
punto z sarà più di e vicino ad o; e intanto avremo 

ac (1,00) : cs fi ,41) ■= as (1,41) : zv (che risulta = 1,9881), 
e la retta cz diverge perciò meno dalla co di quello che vi diverge la 
ce, come la so condotta parallela alla cz pel punto s inferiore ad n 
diverge meno dalla mr di quello che vi diverga la ni. Misurando poscia 
con aliquote del segmento ac sempre più piccole il segm. inferiore 
cm, le parallele, che congiungeranno gli estremi delle parti pro¬ 
porzionali, sempre meno divergeranno 1’una dalla co, l’altra dalla 
mr; ma non potendo accadere giammai, che l’estremità della mi¬ 
sura, per quanto piccola immaginiamo, vada mercè la soprapposi¬ 
zione a coincidere col punto m, perchè non può esservi contenuta 
senza lasciarvi un avanzo «, ne segue che avremo 

sempre . . . .ac ; ( cm — a ) = ( ao — a ) I or, 

e giammai . . ac cm = ao ; or; 

ossia mai, il segni, i all’ ordinata, come l'ordinata al segm. 2; 

quod erat demonstrandum. Ma se a rigore l’ammettere questa pro¬ 

porzione è un assurdo, forse niun importante risultato deriva dal¬ 
le fatte osservazioni? Tutt’altro. Ed eccovi nelle deduzioni se¬ 
guenti il balsamo consolatore degli afflitti (§ 282). 

291. Il dato lungo dettaglio parmi che ben chiaro addimostri poter 
noi sempre, e quanto più ne aggrada, alla ordinata cm incommen¬ 
surabile avvicinarci con lo rette misurate cn, cs, ed altre indefini¬ 
tamente crescenti senza però mai cessaro d’ esser minori della cm. 
E ben facile è pure il convincersi, che se, misurando col decimo, 
in vece di fermarci ai 14, fossimo giunti a 15 decimi, superando 
1' ordinata cm pel tratto mu minore di un decimo, o se misurando 
col centesimof'ìn vece di fermarci in es, che è 141 centesimi, fos¬ 
simo giunti ai 142, eccedendo la cm di un tratto minore di un cen¬ 
tesimo, ec., noi potremmo con rette sempre più decrescenti, ma 
sempre maggiori della cm vieppiù alla cm avvicinarci, e quindi fare 

XVII} 
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rilìevi consimili agli esposti. È perciò manifesto, che nel nostro 
esempio 1’ ordinata cm è un limite, cui sempre, quanto più voglia¬ 
mo si approssima quella retta, la quale è vera media proporzionale 
non tra il segmento 1 del diaipetro che è oc e 1’ altro segmento 2 
che è or, ma tra ac e una parte misurata di or, quarto termine 
della vera proporzione, il quale da or non differisce che per una 
tenuissima quantità. 

292. Gli esposti due esempi (§ 28Ì e 286) ci portano a con¬ 
chiudere, che quando trattasi di grandezze incommensurabili, veri 
termini delle proporzioni non sono queste grandezze, ma bensì quelle 
delle quali le incommensurabili sono ilimiti. E poiché proporzioni 
possiamo noi fare con termini, che sempre più si approssimano a 
questi limiti, noi, più o meno ci avviciniamo ad essi, secondo che 
più o meno ne abbiamo bisogno; e dell’approssimazione rimania¬ 
mo più che contenti, quando siamo giunti a quella differenza, che 
giudichiamo trascurabile. 

293. Negli incommensurabili dunque la Geometria ci offre sem¬ 
pre non i termini proporzionali, ma i limiti a cui essi si appros¬ 
simano; e spesso col darci questi limiti ci reca a felicissimi risul¬ 
tati, a soluzioni di problemi che esattamente ottenere nou potremmo 
con operazioni eseguito su i termini di quelle grandezze proporzio¬ 
nali, due delle quali, o tutte quattro sono prossime, ma non sono 
quelle su cui operare dovremmo, se fossero esprimibili in numeri. 

E con questo rimarco che que’ limiti che spesso per mezzo di 
grafiche costruzioni ci dà la Geometria sono utilissimi, perchè ciò 
che cerchiamo 1’ otteniamo esattamente da essi, e non dai termini 
commensurabili che nelle proporzioni ad essi si sostituiscono, io 
do fine a quest’articolo. 

Vero è però che per soddisfare alla data promessa ( § 276 ) 
io dovrei qui esporre le mie idee intorno alla fattami obbiezione 
« essere una ridicolezza il dar tanto peso e importanza quanta io 
ne ho data alla questione se sieno o non gli incommensurabili su¬ 
scettibili di proporzioni. » Ma poiché ho brama di non tardar più ol¬ 
tre ( ed ho tardato ben troppo) a dare risposta ad una gentilissima 
lettera del chiarissimo Prof. Wilson, e dovrò in questa di tal qui- 
stione tener parola, permettetemi che a risparmio di tempo io mi 
riserbi di presentarvi allora il relativo brano di lettera: anzi per¬ 
mettetemi che tutta intera qui la lettera vi trascriva, giacché con 
lo cose esposte ha strettissima relazione, e di varie delle cose dette 
può anche dirsi un compendio. 







LETTERA 

DI 

Sebastinuo Purgotti 

Al Chiarissimo Prof. J. M. WILSON • 

Membro della Commissione nominata dall' Associazione Brittanica 
pei miglioramento dei melodi d’ istruzione della Geometria elementare. 


Gbtauòòiuio òtcjuotc 

Perugia 31 Maggio 1873. 

Vi prego perdonarmi, se troppo tardi rispondo alla pregiatissi¬ 
ma vostra lettera. E prima di ogni altra cosa soddisfo al dovore cho 
vivamente sento di ringraziarvi dell’ eccellente vostro trattato sui 
solidi e sulle sezioni coniche, di che avete voluto farmi dono gra¬ 
tissimo, e del pensiero gentile che vi siete dato di procurarmi i pro¬ 
cessi verbali delle Conferenze tenute nel Collegio Universitario di 
Londra nel Gennajo sì del 1871 che del 1872 dai rispettabilissimi 
Matematici componenti il comitato per le migliorie dei metodi <f in¬ 
segnamento della Geometria elementare. Gli ho letti con vero pia¬ 
cere e proBlto. Nel discorso d’ introduzione del Presidente il Chia¬ 
rissimo Sig. Hirst ho bene rilevato 1’ accurato pensiero, che si è 
egli preso di procurarsi tutte le notizie di ciò che in proposito del— 
P insegnamento della Geometria si è praticato in questi ultimi anni 
nel nostro paese. E cosa gradita mi è stato il vedere come egli, 
dopo di avere rammentato ciò che nell’ anno antecedente aveva 
detto sul passo retrogrado fatto in Italia, con tutta ingenuità espoue 
ai suoi Colleghi « che sarebbe slato errore ben grave il supporre 
che furono i buoni risultati della nostra aderenza agli Elementi 
di Euclide che indussero gl’ Italiani a fare a quelli ritorno ». 
Ciò vieppiù mi conferma, cho allorquando nelle Istruzioni e Pro¬ 
grammi datici dal nostro Ministero nel 1867 si scrisse, che « per 
« dare all' insegnamento la massima efficacia educativa, basta 
« applicare alle nostre l’ esempio delle scuole inglesi, facendo ri¬ 
ti torno agli Elementi di Euclide » non si aveva un'esatta cogni¬ 
zione di quel movimento, che già da circa un quarto di secolo si 
era eccitato in Inghilterra pel miglioramento degli studi geometrici, 
e specialmento dopo che in quel testo ebbe svelati, e resi di pub¬ 
blica ragione molti e gravi difetti il celebro Morgan. 

Intauto sono lieto di rimarcare, come nella vostra Nazione si 
vada sempre più diffondendo il desiderio delle migliorie nell’ inse- 
gnamonto geometrico, al che molto deggiono aver contribuito le 




dotto e importantissime vostro allocuzioni fatto per richiesta alla 
Società Matematica di Londra, e l'anno seguente alla Reale Università 
di Edimbàrgo, e 1’ istituzione di que’ comitati, che con uno zelo il 
più concorde, il più edilicante, il* più meritevole di encomio va pre¬ 
parando la desiderata riforma. 

Concordi con questo desiderio, che si va sempre più costi dif¬ 
fondendo, sono pure in Italia (e indarno si cercherebbe nasconderlo) 
le vive aspirazioni della maggior parte degli Insegnanti per la e 1 - 
minazione dell’ Euclido dai nostri Licei, avvalorate dalla speranza 
che o presto sia dato in luce un trattato a livello delle cognizioni del 
giorno, compilato senza vincoli di rassomiglianze, e ligio ai soli 
precetti dell'arte di comunicare le idee, o, qualora la pubblicazione 
tardasse, si faccia intanto ritorno ai migliori testi di Geometria dei 
quali non è, come si è voluto far credere, mancante la nostra Ita¬ 
lia (a). Immune d’ogni difetto non ve ne sarà certamente veruno ; 
e qual è in qualsiasi naziouc quel trattato scientifico che lo sia? 
Io convengo inoltre che in alcuni di essi, pregevoli per molti ti¬ 
toli, P uso del letterale algoritmo sia spinto un poco più oltre di 
quanto sarebbe a desiderarsi. Ma c che perciò? Non appartiene 
forse all’ insegnante aggiungere, sottrarre, modificare? E ad esso, 
come ben avverte nel suo discorso d'introduzione alla 2 a adunanza il 
Chiarissimo Hirst « è all' insegnante che debbe essere sempre su¬ 
bordinato il libro di lesto ». E d’ altronde è poi nei precetti di 
quella severa didascalica, che è fondata nell' analisi delle idee, la pro¬ 
clamazione di un assoluto ostracismo, di una completa rinuncia ai 
beneficii impartitici dall’algebrico linguaggio?Io credo anzi, che essa 
raccomandi (purché sempre moderatissimo) 1’ uso delle forinole le 
più elementari accompagnato che sia dalla frequente applicazione 
loro alle rispettive figure. Ed io mi sono ingegnato a darne alla 
meglio un qualche cenno ai (§ 220 al 230). 

E che Hirst siasi ben accorto del uiun favore incontrato dal- 
1’ Euclide introdotto nei nostri licei, ben dalle sue parole il rilevo, 
allorché dopo di avere ai suoi Colleglli annunciato la misura presa 
dal nostro Ministero di stabilire un premio di Lire 2S00 all autore 
del migliore trattato di Geometria, che sarà presentato nel 1873, vi 

(a) E qtiì vi dichiaro di non potere avere io la pazza presun¬ 
zione di annoverare tra questi un vecchio mio trattatello, e di cui 
son già esaurite le copie, per due ragioni = 1° per i molti difetti che 
vi saranno oltre quelli che vi ho rinvenuti io medesimo: 2° perche 
compilato per un corso, che io doveva compiere in sole *0,o al piu 
50 lezioni da un' ora ciascuna, quando qui molte teorie della Geo¬ 
metria elementare erano assegnate all’ Insegnamento universitario. 
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soggiunge, essere egli di avviso « che il portare i libri ili lesto 
« al livello della scienza attuale può esser fatto più prontamente 
« in Italia che in Inghilterra ». E quando egli proseguo a dire 
che « »i governo inglese non può con un tratto di penna oam- 
« Mare 1* intero carattere della istruzione daliunclle 
« scuole inglesi » ove il tosto che è in uso è 1’ Euclide, non pormi 
illogica questa mia deduzione : dunque ad Hirst non può essere pia¬ 
ciuta per nulla la condizione data all’ Autore del libro a premiarsi, 
di rigorosamente aderire al metodo di Euclide, siccome generai- 
mento non è piaciuta ai Geometri italiani. 

Ed in vero so bene, che attenersi rigorosamente al metodo di 
Euclide non significa propriamente ad uno ad uno ripetere i suoi 
sbagli, non significa imitarlo, allorché si pone a dimostrare gli as¬ 
siomi e a non dimostrare i teoremi, non significa seguirlo nel a 
puerilità di occuparsi della soluzione di problemi inutili, del 1° per 
es.. e del 2° del lib. I, non significa tanti e tanti altri suoi errori 
ripetere, che (per servirmi della frase di un eminente Professore del 
vostro Comitato) formicolano nei suoi Elementi. Da tutte questo 
moltiplici macchie noi potremmo astenerci, e in pari tempo seguire 
il suo metodo. Al suo metodo però forse non appartiene l' abituale 
abuso delle dimostrazioni indirette, lo sfuggire il più possibile le di¬ 
mostrazioni per soprapposizione, il continuo suo mescere prob emi 
e teoremi, il disordinato procedimento delle materie, l’abitudine di 
scegliere dimostrazioni troppo lunghe ed intralciate, e stancanti la 
mente dell’ allievo con i troppi ripetuti richiami di teorie antece¬ 
denti, difetti ormai noti lippis et lonsoribus? Aderire rigorosa¬ 
mente al metodo di Euclide sempre ammirabile, ma non imitabile, 
non è dunque un adottare gli ora enumerati difetti? E se mi cbiedeto 
come mai siasi accordata la premiazione a quel patto, io vi dirò, 
che mi lusingo non essere esso una condizione sine qua non, ma 
una condiziono posta soltanto prò forma ed invito animo di 
parecchi che vi ebbero influenza, e solo per certi umani riguardi. 

Intelligenti pauca. , 

Certo è che ogni volta che io rammento quella condizione, mi 
torna al pensiero il curioso anedoto del precettore di quel Causidico, 
il quale avendogli promesso sborsargli la gratificazione convenuta 
per le ricevute lezioni non appena che vinto avesse la prima cau¬ 
sa, per non soddisfare il suo debito, non si determinava mai a so¬ 
stenerne veruna. Quel buon precettore veniva tra sé e sé ragio¬ 
nando « Se io cito il mio discepolo allo sborso, e perdo la lite, 
esso non mi pagherà in grazia della sentenza : non mi pagherà in 
grazia del patto, se egli la perde. Cosi in simil dubbio, pare a mo, 
sarebbesi trovato quel Geometra, che nell’ assumersi la compila- 





-150 - 

zione del richiesto trattato, avesse stimato realmente obbligatoria 
la sopra esposta ingiunzione. Se io, avrebbe egli detto, se io mi 
attengo rigorosamente al metodo di Euclide, mi si negherà il pre¬ 
mio, perchè il mio libro ridonderà di difetti : se io lo compilo, at¬ 
tenendomi ai precetti della didascalica, mi si negherà il premio, 
perchè mi sarò allontanato dal metodo di Euclide, cui, giusta i 
patti, debbo attenermi. Ma l’osservazione sia per non fatta; e 
passiamo ad altro. 

In pieno accordo io mi trovo con la massima parte delle mo¬ 
dificazioni che trovo suggerite nei sapienti rapporti dei vostri co¬ 
mitali. Nell’ esame però che ne ho fatto, non parmi aver trovato, 
fra i difetti ivi enumerati di Euclide, una menzione dettagliata di 
quello che a mio giudizio è il più grave, la definizione 5' cioè 
del libro V che è il perno su cui si aggirano sette proposizioni 
del medesimo, e la prima ed ultima, e qualch’ altra, se non erro, 
del VI. Brama io avrei di conoscere, che cosa intorno a ciò o da 
Voi e dai vostri Colleglli si pensi. Io mi vo immaginando, che il 
non averne fatto oggetto di seria discussione da una derivi di 
queste due cause. 0 questo libro V nelle edizioni di Euclide che 
costi circolano o del Simpson o del Playfair o di altri, (le quali 
io non conosco) più non esiste, come più non trovasi in vari 
trattati di Autori italiani, che in tutto il rimanente della Geometria 
hanno riprodotto gli altri libri di Euclide, ovvero perchè tanto no¬ 
tori ne sieno i difetti, da non esservi più bisogno di tenerne paro¬ 
la. Ed a questa opinione mi fanno propendere le vostro espressioni 
« il libro V è morto, ed io non parlo con i morii ». Siccome 
però una malefica risurrezione lo riportò nei nostri licei, e fu la 
definizione 5“ di questo libro il precipuo difetto, di che io presi a 
trattare in una mia operetta « L’ Euclide e la logica naturale » 
cosi questa circostanza ò della fattavi dimanda il motivo, 

Euclide riflettendo, che le quantità incommensurabili tali si 
dicono, perchè prive del rapporto per quoziente, prive del quoties 
sta 1’ una nell’ altra, o riflettendo che nella eguaglianza di due 
quoties unicamente consiste la proporzione, si accorse, che biso¬ 
gnava o escludere dagli incommensurabili le proporzioni, o dalle 
proporzioni escludere i quoties, affinchè anello agli incommensu¬ 
rabili potessero esse applicarsi. Disgraziatamente si appiglia egli al 
2” partito ; ed avvedendosi, che togliendo il quoties le voci rap¬ 
porti, o ragioni e proporzioni rimangono vuote di senso, per e- 
liminarc questo inconveniente ci dona il bel gioiello, la definizione 
ija del libro V. A questa sterile proprietà degli equimoltiplici si 
trova egli dunque obbligato a ricorrere « ad aequi-mulliplicia co¬ 
gitar confugeru » (lo confessa anche un suo ammiratore, il Clavio) 
per potere sotto questo arbitrario novello significato applicare le 
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proporzioni anche agli incommensurabili e prendendo le propor¬ 
zioni o eguaglianze di due ragioni ora in questo senso da lui io- 
Tentato, ed ora in quello comunemente accordatagli fin dulia piu 
remota antichità, ecco che Euclide con due misure e due pesi alla 
mano, scaltramente a suo talento barattandoli, induce a Credere 
dimostrato ciò che ha semplicemente asserito ( § 87, 88 ). 

È falso che quando trattasi d’ incommensurabili 1’ eguaglianza 
delle ragioni abbia un senso diverso. In questo caso sono le quan¬ 
tità che subiscono un cambiamento perchè allo incommensurabili 
si sostituiscono le commensurabili prossime; ma l'eguaglianza del¬ 
le ragioni non cambia significato. Essa è sempre I’ eguaglianza di 
due quozienti, (^osì, sebbene i volumi delle sfere sieno incommen¬ 
surabili con i cubi dei loro raggi, pure 1’ eguaglianza delle ragioni 
è sempre 1’ eguaglianza dei due quolies, e non già ciò che è espres¬ 
so dalla definizione 5". L’ eguaglianza p. e. della ragione tra i cubi 
dei raggi della luna e della terra, e la ragione dei volumi loro è 
sempre 1’ eguaglianza del quolies il cubo del raggio terrestre con¬ 
tiene il cubo del raggio lunare al quolies il volume della terra 
contiene quello della luna; cosicché dall' essere il raggio della terra 
prossimamente tre volte il raggio della luna, più circa 66 volte la 
sua centesima parte, e quindi, essendo il di lui cubo circa 49,02796, 
conchiudamo che il volume della terra contiene circa 49 volte quel¬ 
lo della luna. Del tutto inconcludente ci è la notizia che ci dareb¬ 
be 1’ egualianza delle ragioni nel senso della definizione 6“, la 
quale consiste nel farci sapere, cho per qualuuque numero venga 
moltiplicato il cubo del raggio della terra e il suo volume, e per 
qualunque numero il raggio della luna e il suo volume, noi avremo 
certezza (e non ne importa nulla) che se 1’ ottenuto moltiplico del 
cubo del raggio della terra sarà o maggiore o eguale o minore del 
cubo del raggio della luna, cosi il moltiplico del volume della terra 
lo sarà di quello della luna. E a chi sul serio a questa conclu¬ 
sione ci recasse, piuttosto che all’ altra, che il volume della terra 
contiene 49 volte il volume della luna, come 49 volte il cubo del 
raggio terrestre contiene il cubo del raggio lunare, noi non potrem¬ 
mo a meno di astenerci dal ridergli in viso. E perciò confermo ciò 
che servendomi d’ un nostro volgare adagio, ho detto altre volte, 
che nei teoremi stessi relativi alle proporzioni esposti nei libri di 
Euclide entra la definizione 5‘ come i cavoli a merenda : anzi (ag¬ 
giungerò ora qualche cosa di peggio) v’entra come un’insidia per 
fare apparire dimostrato ciò cho non è : e che perciò nel libro Y 
Euclide guasta lo definizioni per sostenere gli assurdi. 

Che se mi si obbieitasso, esser vero non poter consistere nella 
proprietà degli equi-moltiplici 1’ eguaglianza delle ragioni, potersi 
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perù sostenere essere un mezzo atto a condurci a quella eguaglianza, 
giacché quando si è dimostrato che la proprietà degli equi-molti- 
plici si verifica, può dimostrarsi poi che essi sono proporziouali, io 
risponderei : dunque convenite con Galileo che la definizione 5 a non 
é definizione a premettersi, ma teorema da dimostrarsi, ed ag¬ 
giungo, e che Euclide non ha mai dimostrato. Perciò quando volea 
commettersi il maiuscolo errore d’ imporre questa così detta defi¬ 
nizione 5“ come teorema d’ introduzione alla teoria delle propor¬ 
zioni, sarebbe stato indispensabile, che se ne fosse data la dimo¬ 
strazione nolle noto alla odiziono di Euclide del 1667, come la tro¬ 
viamo nei comenti delle edizioni euclidee del Clavio, del Tacquet, ec. 
Sebbene però questa addizione si fosse fatta, il ricorso agli equi- 
moltiplici avrebbe egualmente incontrato la generale disapprova¬ 
zione per quelle evidenti ragioni che ben dimostrò nei suoi dialo¬ 
ghi 1’ immortai Galilei. 

E tutte mie queste riflessioni non sono. Voi già vi accorgerete, 
che alcune di esse hanno uno appoggio in quel testo, sulla scorta 
del quale nella Università di Cambrige dettava le sue lezioni, 170 anni 
indietro l’illustre Wiston che successe nella Cattedra a quel sommo, 
verso cui un affettuosa ammirazione spesso mi eccita a ripetere ciò 
che leggesi nel suo epitaffio « sibi gralulentur mortales tale, tan- 
tumque extitisse humani generis decus. » Si in quel testo tacque- 
tiano usato dal celebre successore di Newton, e corredato dei suoi 
commenti, alla pag. Ilo sta scritto, che per la mancanza della so¬ 
pra indicata dimostrazione « librorum V. ac VI. demonslrationes 
vacillant (a)» ed alla pag. 118 Wiston stesso dà un suo Monitum 
ad tyrones), in cui apertis verbis dichiara « si mihi csset integrum, 
rationum doclrinam sine methodo euclidea a primordiis tradidis- 
sem. Fanno dunque nel V di Euclide un bell' effetto i chiari e le 
ombre, lo dimostrazioni cioè degli assiomi, e le non dimostrazioni 
dei teoremi ! 

In grazia di questi riflessi io ritengo che fu un tratto di 
stima verso il Ministro della pubblica istruzione l'avere io detto, 
che sarebbe stato fargli un insulto il solo sospetto che si fosse 
proseguito a spiegare agli Allievi il libro V di Euclide. E ritengo 
di non aver per certo proferito eresie, allorché dissi relativamente 
al libro V, che qualora adottare non si volesse il consiglio sincero 
del chiarissimo Sylvester, di gettarlo nella maggior profondità del 
mare, e piacesso lo smaltimento delle sue copie, potrebbe raccoman- 


(o) Elementa Euclidea etc. — Novissimam hanc editionem ador¬ 
navi!, plurimisque ccrollariis illustravi!, etc. clarissimus tViston 
Venetiis MDCCXXV1I. 
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darsene l’uso nei Licei sotto un diverso scopo però, facendolo pas¬ 
sare dalla scuola di Geometria a quello di Logica come cava abbon¬ 
dante di esempi a darsi agli Allievi di sillogismi materialmente veri 
e formalmente falsi. 

Notate bene però, che tutto ciò che ora ho detto, è relativo al 
solo libro V, a quel libro, che il Commandino opina, piuttosto che di 
Euclide, esser lavoro di un certo Eudosso Maestro di Platone ; giac¬ 
ché negli altri libri, se difetti non mancano, non sono però sì gravi, 
come nel V; e se, possono molte sue dimostrazioni essere sostituite da 
altre più facili, e meno intricate, ciò non toglie, che si abbia pure 
a rimarcare in molte la forza d' una mente acutissima e un affila¬ 
mento il più severo di deduzioni, da eccitare la nostra ammirazione 
verso questo ingegno sublime che, col riunire sotto un corpo di dot¬ 
trine tante sparse verità, dee sempre venerarsi come il Creatore della 
scienza geometrica, e a buon diritto darsi a questa P epiteto di 
euclidea. 

E tale è stata P imperiosa autorità del suo nomo, che sommi 
Matematici, nel mentre stesso che hanno conosciuto negli Elementi 
del Greco geometra molti difetti, di alcuni di questi offertisi alla 
mente sotto un palliato aspetto, per mera irriflessione e per troppa 
venerazione hanno parlato in favore. Monlferrier per es. ci loda 
quella definizione 5 a , che è stata il precipuo oggetto della mia cri¬ 
tica. Duhamel (Tomo II. pag. 75) dice che « tantes propositións 
« n’ avraient pu etre énoncés généralemenl, s' il n' avait défini 
a préalablement non les rapporta mémes, mais l’égalilé desrapporls 
« dans tous les cas, qui peuvent se presenter » lo che si oppone 
al precetto di premettero sempre l’idea d’ una cosa al dettaglio delle 
sue proprietà. 

È la stessa definizione ' 5 a , che pone qualche oscurità nella 
mente di Houel, allorché confessa non sembrargli ben determinata 
ancora « V egalilé de deux rapporls enlre quantités incommen- 
«surables » mentre questa eguaglianza è chiara e determinata quando 
si fa consistere, come è d’ uopo, nei duo quozienti che rimarchia¬ 
mo in que' numeri, i quali si sostituiscono agli incommensurabili. 
Tra questi infatti ad Houél non sarà mai dato di vedere bene deter¬ 
minati i rapporti, perchè è della loro essenza il non averli. Todhunter 
chiama rigorosa la stessa definizione 5 a : la riguarda però come un 
teorema, e ne comincia ancho la dimostrazione; ma poi a mezza 
via la tralascia, vedendone l’inutilità. E Voi pure, che ci avete detta 
una verità importantissima non ancora ben apprezzata da molti, 
che cioè « la proporzione involve necessariamente le nozioni arit- 
« meliche » e ben dichiarate quado sia grave il difetto di Euclide 
o che ha partorita la sventurata conseguenza di separare la Geo- 

XVIIII 
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« nutria dall' Aritmetica », Voi pure risentile gli effetti delle pri¬ 
mitive inesatte scientifiche impressioni, quando dite di avere <. qual- 
" che simpatia col libro V» e vi pare di trovare < qualche incertezza 
« nel processo della mente, allorché giudica, che quattro gran- 
« dezze stanno in proporzione. » Questa incertezza infatti dee ne¬ 
cessariamente in voi dileguarsi appena che tornate a riflettere, che 
il giudizio che fa la mente, anche quando trattasi di quantità estese 
unicamente consiste nella cognizione che il numero delle volte 
(qualunque sia questo numero determinato, o determinabile) che 
un I termine è contenuto o contiene il 2°, è uguale al numero 
delle volte che un 3° contiene o è contenuto nei 4°, necessaria 
conseguenza delle vostre antecedenti sopralineato espressioni. 

Come si sciolgono queste anomalie? La spiegazione io la trovo 
in uno squarcio dell’ opera di Duhamel « Rien, egli dice (Partie II. 

" XIV) Hen eSl p,us dan( J ereux ’ ine le séjour prolongé d'une 
« idée obscure dans l’esprit : elle y laisse toujours quelque trace, 

« apres méme que la vérité s' y est fait jour : » e altrove sullo 
stesso argomento (pag. 22 T. I.) egli aggiunge « no* pourions ciler 
“ ter» des exemples d'erreurs commises par les hommes les plus 
« eminente. » E se di questi uomini eminenti ad alcun particolar e- 
sempio egli non scende, ne nominerò io taluni, quelli appunto per 
ordine designando, dei quali ora ho parlato, Montferricr, Duhamel, 
Houel, Todhunter, e Wilson, verso i quali io professo altissima stima 
a segno, che mi chiamerei ben contento, se giunger potessi a posse¬ 
dere la millesima parte delle cognizioni che essi posseggono. 

Fu dunque per una inavvertenza (echipuò vantarsi di non com¬ 
metterne?) che uomini sommi dessero qualche segno di deferenza a 
quella definizione S a già eliminala dai loro concetti. Ed in vero 
dessa avea già perduto ogni attrattiva nella vostra Nazione da ol¬ 
tre 170 anni indietro, quando e all’ Università di Cambrige e in 
altre scuole era imposto per testo quel libro, nelle cui note sta 
scritto « if/e multiplicium labyrinthus mihi, alisque semper di- 
« sphcuil... et tyronum ita pterumque mentes intricai, ut exilum 
« vtx neperiani ». Che si pensi di questa definizione S a dei V di 
Euclide in Francia, potete beo arguirlo dalla risposta a voi ben 
nota, che alle richieste fattegli dal chiarissimo M. Munn intorno 
ai metodi con cui ivi s’ insegna la Geometria dette 1’ illustre Vac- 
quant. « A notre avis l' elude de la Geometrie dans cet ouvrage 
« n’est ni facile, ni attrayante, ni méme bien proptable pour les 
« comencants » cosicché, so nou si fa conto di tutto il trattato mollo 
meno della definizione 5 a del libro V. In Italia i chiarissimi Pro- 
esson Brunacci defunto, F. Fontana vivente, sebbene molto devoli 
ad Euclide, mal soddisfatti auch* essi della definizione 5 a , tutto il 
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libro V eliminarono dai loro trattati euclidei ; ed ora malgrado il 
decreto, che cinque anni or sono introdusse il libro V d' Euclide 
nelle nostre scuole, questo libro V non attecchì, ma incontrò anzi 
1’ indignazione della massima parte dei nostri Insegnanti, cosicché 
i Professori Sanna ed Ovidio, sebbene nei pregevoli loro elementi di 
Geometria, editi nel 1863 e poi nel 1871 sotto 1 ’ incubo ministe¬ 
riale si uniformarono in parte a questo libro V nella dottrina delle 
proporzioni, pure non solo non si occuparono della definizione 8 “ 
per uulla, ma non poterono astenersi dal dichiarare in una nota 
alla pag. 138, che quella dottrina da essi data potea tralasciarsi, 
sostituendovi le considerazioni del Capo V del loro libro quarto, po¬ 
sta la cognizione, che delle proporzioni dà l' Aritmetica. 

Ma se la difiuizione 5 ' 1 del V. elio influì a far credere suscet¬ 
tibili di proporzioni gli incommensurabili si è totalmente eliminata 
dalla mente di ogni Geometra, non così si è totalmente divelta 
1 idea della loro proporzionalità, sebbene in molti questa propor¬ 
zionalità è più nelle parole, che nelle idee. Il celebre vostro Gio¬ 
vanni Wallis per es. nel Capo I della sua Algebra non potè a meno 
di confessare, che nei rapporti tra gli incommensurabili vi è il Àoyo? 
OCXÀ 070 ; la ratio irrationalis. il misurato immisurabile: poco poi 
importa se egli a questa solenne contraddizione dare abbia voluto 
il nome di semplice solecismo. Duhamel parla anch’egli di propor¬ 
zioni tra gli incommensurabili ; ma quando entra nel merito della 
quistione, non può a meno di dichiararne la contraddizione, e alla 
pag. 73 del tomo 2 ' ci confessa che » au poinl de vue de la théorie 
« pure il faudrail dire que les proposilion ne sont pas générales, 

« et n onl de sens, que quand loutes les grandeurs ont une mesure 
« commune , » e conchiude (pag. 77) che e loutes les propositions 
0 etrégles démonslrées sur les nombres commensurables subsisleront 
« pour les nombres incommensurables » e se ne chiediamo il perchè, 
egli ci soggiunge 0 puisq'on commence toujours par les remplacer 
« par des nomb-es commensurables •> con le quali parole ben mani¬ 
festa ammettere anch’ egli ciò che io sostengo, darsi cioè le propor¬ 
zioni non sugli incommensurabili, ma su i numeri che si sostitui¬ 
scono ad essi. 

Taluni però vedendo, che nella pratica si ottengono i medesimi 
risultati e da chi sostiene e da chi nega darsi proporzioni tra gli 
incommensurabili, riflettendo che tra essi e i numeri che si sosti¬ 
tuiscono ad essi v’ è una differenza che va ad esinanire, più volle 
mi hanno detto: e non è un dar corpo alle ombre, e non è una 
ridicolezza il tanto insistere in tale quistione? Desideroso di conoscere 
anche in ciò la vostra opinione, permettetemi, che nel seguente squar¬ 
cio io vi riferisca ad litleram la risposta che io do a questi critici. 
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= Intendiamoci bene, io dico ad essi, intorno al vero stato della 
quistione. I Se voi sostenete che il riguardare come un male, e il 
quasi provar dispiacere che vi sia sempre una differenza per quanto 
tenuissima tra i risultati che si ottengono e i risultati esattissimi 
che si bramerebbero e non ci è dato ottenere, sia una ridicolezza, 
ne avete tutta ragione ; ed io sono con voi in pienissimo accordo. 
Anzi vi aggiungerò di più, che se nel pratico trattamento degli in¬ 
commensurabili, voi spingete per delicatezza il calcolo sin per es. 
all’ ottava cifra decimale, io mi contento di fermarmi alla settima. 
E di piu, a scanso di equivoci soggiungerò ancora, che io riguardo 
per una ridicolezza anche la pedanteria di taluni, che vorrebbero 
nelle locuzioni quella precisione, che si debbe avere nelle idee. 
Così io non detesto già le espressioni « il circolo è un poligono 
regolare infinitilatero: la sua aja è la circonferenza moltiplicala 
pel semi-raggio » io non pretendo già, che alla definizione «/ tri¬ 
angoli rettilinei sono simili quando hanno gli angoli eguali e i 
lati omoloqhi proporzionali » abbia ad aggiungersi « o se non 
proporzionali, quando essi lati sieno i limiti di rette proporzio¬ 
nali. » Di simili espressioni un parco uso è consigliato dall’ amore 
della brevità ed è legittimato dall’iiso « quem penes arbitrium est, 
et jus et norma loquendi » ma badate bene, che dico loquendi, non 
cogitandi. E se di questa licenza mi chiedete i confini, io vi ri¬ 
spondo i< usua vos plura docebit. Il Se poi sosteneste che a nulla 
monti, e per la scienza sia una cosa indifferente, ritenere gli in¬ 
commensurabili suscettibili o non suscettibili di proporzioni, questo 
è ciò che io vi nego. 

L’ ammettere possibile, e 1’ accingersi a dimostrare la propor¬ 
zionalità negli incommensurabili è tanto pel concetto in sè, quanto 
per le sue conseguenze, un errore peggiore assai di ciò che i Lo¬ 
gici chiamano petizione di principio. In questa, senza accorgercene, 
nel procedimento della dimostrazione poniamo come già dimostrato 
ciò che non lo è, ma che però è dimostrabile : nella pretesa dimo- 
straziono dell’eguaglianza di rapporti negli incommensurabili v’è 
di peggio: pretendiamo dimostrare 1’indimostrabile : v'è di peggio 
ancora: lo pretendiamo dimostrabile nell’atto stesso, che noi me¬ 
desimi nell’ enunciato della proposizione dichiariamo, che non lo è : 
vogliamo nelle conclusione ciò che escludiamo nella ipotesi. 

Che se mi si soggiungesse potersi ciò ammettere, perchè trat¬ 
tasi di un caso eccezionale, in cui non può negarsi esservi pro¬ 
proporzione vera fra termini i quali non differiscono dagli incom¬ 
mensurabili che per un quid tenuissimo, che va ad esinanire, al¬ 
lora io direi: e non v’accorgete che con questa dichiarazione vi 
date scure allo gambe. Dunque fra quali quantità ammettete voi la 
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proporzione? Fra le date incommensurabili, o fra le commensura¬ 
bili prossimissime che a quelle sostituite? Se fra queste, e non po¬ 
tete negarlo, professate dunque la mia opinione; ed è (permettete, 
o miei Aristarchi, che vi respinga la parola che mi dirigeste] è una 
ridicolezza 1' ostinarsi a dichiarare di non convenirne. 

Perchè dire, che le proporzioni tra gli incommensurabili sono 
eguaglianze di rapporti imperfetti, oscuri, e nulla piu che pros¬ 
simi tra quantità incommensurabili, piuttosto che dire rapporti per¬ 
fetti, chiarissimi, esattissimi tra quantità prossime agli in¬ 
commensurabili? Così, anziché permettere che vostra mente vegga 
e confessi la verità, ricorrete ad Eolo, perchè nebbia e nubi vi re¬ 
chi nel più limpido e sereno orizzonte. Vi stanno propriamente 
innanzi agli occhi le quantità, sulle quali rimarcate 1' esattissimo 
quolies: e perchè dunque andate a figurarvelo in quantità nelle 
quali siete celti di non rinvenirlo? I rapporti trovali non v’ha dub¬ 
bio non sono tra quantità, fra le quali essere dovrebbero; e per¬ 
ciò ci accorgiamo di un errore; ma di questo errore tato è l’indole 
o 1’ entità, che in grazia non delle idee positive dell’ infinito e del- 
1’ infinitesimo, che non abbiamo, ma del concetto dell' infinito e 
dell' infinitesimo che abbiamo chiarissimo (§ 165, 166] ci è quasi 
di compiacenza e conoscerlo e trascurarlo ad un tempo. 

L’ idea poi della proporzionalità tra gli incommensurabili è un 
morbo contagioso, che si dilata, ed altri errori produce. Radicata nella 
mente fin dal primitivo insegnamento, ed in seguito non sbarbicata, 
è stata cagione, che Matematici insigni antichi e moderni siensi, 
trovati costretti a ricorrere ad insignificanti locuzioni. Ed ecco presso 
gli antichi un Clavio, un Tacquet, De-Chales, Ozanam, Lamy, Lec¬ 
chi e tanti altri, che si sono lambiccati il cervello per immaginare 
un modo di contenenza da chi detto oggettivo, e da chi mistico, 
occulto, non comprensibile, dà essi tutti però considerato come di¬ 
verso dal quolies nel tempo stesso (e notatelo bene) che negli espli¬ 
citi enunciati dei teoremi, ai quali si applica, cercasi il quoties ; e 
questo modo di contenenza è da essi chiamato o « ratio sarda * 
ovvero « cerlus ille modus, quo A continet B, qui ultcrius nec 
quaeri nec explicari palesi. « E presso i Moderni poi eccovi Wron- 
ski, che nei numeri incommensurabili riconosce « una classe di re¬ 
altà intellettuali proprie non dell' intendimento ma della ragione » 
eccovi G. Bertrand mettere in attività la fantastica « legge del con¬ 
tinuo » (§ 170 e 171) ad oggetto di far derivare dalla medesima certi 
numeri di nuovo conio, « maggiori di alcuni e minori di alcuni al¬ 
tri, ed aventi la prerogativa di non essere né interi né frazio¬ 
nari. » Ecco in somma in scienziati stimabilissimi di data vecchia e 
recente la falsa idea della proporzionalità negli incommensurabili, 
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che li trascina a certe espressioni, che sono « versus inopet >e- 
r uw, nugaeque canorae. » 

E se qualch’ altro esempio di inconvenienti bramate, vi diro 
pure, che dallo stesso errore di credere compatibile coll’ incommen¬ 
surabilità la proporzionalità è pur derivato quel grave difetto, c io 
trovasi anche nei classici trattati di Legendre e Francoeur, e ei 
loro imitatori, dire intendo cioè quel falso ragionamento, che som 
pre alla data dimostrazione della proporzione tra quantità commen- 
sarabili viene aggiunto per dedurvi che proporzione si ha puie, 
anche quando non lo sono Questa pseudo-dimostrazione è una con¬ 
fessione la più esplicita che l’impossibile proporzione tra gli incora 
mensurabili viene nominata, non già semplicemento per inesattezza 
di linguaggio, ma perchè è realmente creduta. Non sarebbe dunque 
miglior cosa, che nei trattati di Geometria una volta per sempre ed 
alla prima occasione venisse giustificata la sostituzione all’ incom¬ 
mensurabile della parte di esso commensurata, ed a lui prossimissima? 
Non sarìa ciò miglior cosa, cho tornare, ogni volta che la occasiono 
se ne offre, ad imprimere nelle menti degli Allievi un errore? Tolte 
che fossero quelle pseudo-dimostrazioni più volte ripetute, i Corsi 
di Geometria elementare diverrebbero più chiari o piu brevi, e mi¬ 
nor copia conterrebbero di que’ concetti lambiccati e illusori, d, che 
lamentavasi il nostro illustre Romagnosi. 

E se il fin qui detto fosse poco, notate ancora, che la stessa falsa 
idea della proporzionalità tra gli incommensurabili induce la mente 
ad ostinarsi in altri errori, ed a credeili conferma di quella idea 
falsa da cui derivano. L’ ordinata per es. creduta media proporzio¬ 
nale tra i segmenti I e 2 del diametro induce a persistere nella 

idea, che, avendosi . a 

1 ; j/2 = 1/ 2 ! 2 ; donde — * i 

effettivamente esistano i due fattori che producono il 2 ; e che li¬ 
nea moltiplicala per linea produca una superficie , e simili assurdi. 

E questi assurdi stessi mi offrono il destro di rimarcare che 
l'arte di comunicare le idee non impone l’assoluto ostracismo delle 
formolo algebriche le più elementari dalla elementare Geometria: 
che anzi ne raccomanda l’uso, purché accompagnato dalla appli¬ 
cazione di esse alla figura, e preceduto dalla esposizione delle due 
seguenti convenzioni. 

1. La stessa lettera, che s' impiega per esprimere uu dato nu¬ 
mero di misure, si impiega ancora per esprimere un numero di 
colte eguale a un dato numero di misure, siccome accade nella mo - 
tiplicazione e divisione. Cosi, se le lettere fossero destinate ad espii- 
mere sempre quantità esteso p. es. linee, la formola ByC^A, ossia 
linea moltiplicata per linea, sarebbe un non senso. Senso acquista 
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però appena si rifletta, che sempre e poi sempro in qualsiasi mol- _ 
tiplicazione uno dei due fattori indica ocelli, e l’altro indica ri¬ 
petizione. Infatti posto che .1 indichi il numero delle misure lineari 
che formano una data retta, lo stesso segno A si usa ancora come 
indicante il moltiplicatore, quando occorre di dovere indicare, clye 
un oggetto B va ripetuto A volle, tante volto cioè, quante sono le 

unità di misura contenute in A. . 

II. La stessa lettera L, che s’impiega per esprimere un dato 
numero di misure lineari, per es. metri 6, costituenti una data retta 
s’ impiega pure per esprimere lo stesso numero di quadrati o di 
cubi eretti su ciascuna delle dette misuro lineari, senza tema di 
equivoci; poiché in quelle operazioni, nelle quali hanno luogo qua¬ 
drati, non possono avervi parte nè linee, nè cubi: nè dove s. opera 
sulle linee possono intervenirvi cubi o quadrati ec : lo che chiaro 
risulta, qualora non si perda di vista, che le operazioni aritmetiche 
non hanno la virtù magica di trasformare linee in superficie, su¬ 
perficie in volumi, e viceversa. 

Perciò, posto che nella equazione L><L=L», il primo L sia 
una retta, egli è falso, che L* sia, come asseriscono taluni, neces¬ 
sariamente un quadrato. È chiaro infatti, che se il primo L e un 
dato numero L di misure lineari (metri 6), il secondo L e un nu¬ 
mero L di volle dedotto da un numero L di metri, il terzo L af¬ 
fetto dall’ esponente 2 è il numero L di metri ripetuto L volte, e 
la linea (metri lineari 6) ripetuta 6 volte-, e perciò è una linea 
lunga metri 36, e non già un quadrato. 

Se poi si tratti di misurare superficie, e per es. 1 aja di un 
quadrato il cui lato sia metri 6 espresso da L, essendo il quadrato 
la misura stabilita per le aje, la misura cui dobbiamo direttamente 
rivolgerci è il quadrato eretto sul metro lineare, e non il metro. 
Perciò su ciascuno dei 6 metri lineari costituenti il lato base della 
data superficie a misurarsi erigiamo un quadrato: abbiamo cosi un 
rettangolo costituito da metri quadrati 6; e questo, avendo la base 
coincidente con la base L, mercè la stabilita convenzione, si espri¬ 
mo, con la stessa lettera L. E poiché 1’ altezza del quadrato a 
misurarsi è pur essa eguale al lato L, ossia è metri 6 lineari, ri¬ 
leviamo da ciò, che L volte, ossia 6 volle conviene, che ripetiamo 
il rettangolo L (l’uno all’ altro accostando nel senso della loro 
lunghezza ) per interamente cuoprire il quadrato a misurarsi, sicché 
esso quadrato è il rettangolo L (o non il lato L) ripetuto L volte, 
ossia è il rettangolo di metri q.6 ripetuto 6 volte, ossia è 36 metri 
quadrati, lo che esprimiamo con la formola L X L = L ». 

Ben chiaro è dunque, che il primo L della formola non è una 
l(nea, ma un rettangolo formato da un dato numero L di misure 
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quadrate : il secondo L non è una linea, ma un numero indicante 
ripetizione dedotto da un dato numero di linee: il terzo L affetto 
dall’ esponente 2 è il risultato di questa ripetizione ; e quindi ret¬ 
tangolo e non lato è il 2" membro nella J/L a = L. 

Un simile ragionamento (e mi è grato vedere Duhamel conve¬ 
nire con le stesse mie idee - Tom. Il pag. 352) ci porta a conchiu¬ 
dere, che 1 ’ aja di qualunque rettangolo é il numero dei quadrali 
eretti su ciascuna delle unità lineari della base (e costituenti il 
rettangolctto su di essa base elevato) tante volte ripetuto quante 
sono le unità dell’ altezza. « E poiché il numero dei quadrati co¬ 
stituenti il rettangoletto che si deve ripeterò è il numero stesso che 
ci indica le unità della base, si è stabilito, che la misura del rettangolo 
venga concisamente espressa così « Ogni rettangolo ha per misura 
il prodotto della base per l’altezza» e così pure «ogni quadrato è la 
seconda potenza del suo lato.» E tutto ciò conviene precisamente (a 
tenore del proprio senso della parola) additare agli allievi sulle figu¬ 
re, vari esempi scegliendo, in cui sieno anche numeri frazionari. 

So bene, che 1’ esposto è un caso particolare del teorema « Le 
« aje dei rettangoli sono nella ragion composta delle loro basieal- 
« lezse » poiché prima confrontiamo il quadrato misura con un rettan- 
goletto che gli è equi-alto, e questo poi con un altro che gli è equi-ba- 
sico. So puro, che citare mi si potrebbero molti esempi di Geo¬ 
metri eminenti, che fanno discendere la misura del rettangolo come 
corollario dell' ora citato teorema : ma bene esaminando la tessitura 
della dimostrazione, sia che nello sviluppo delle deduzioni si sia 
fatto ricorso alla ragion composta, come fa Euclide, o alla mol¬ 
tiplicazione dei termini d' una proporzione per i rispettivi di un’ al¬ 
tra, come fa Legendre, io trovo in questi esempi prove di fatto, 
cho mi dimostrano quanto ai sommi ingegni puranche riasca tal¬ 
volta diffìcile il sapersi collocare nel ristrettissimo orizzonte scienti¬ 
fico degli Allievi, ed il porsi a guardare a principio gli oggetti, 
non con gli occhi propri, ma con gli occhi di essi. 

Ella è dunque un’ avvertenza importantissima, che uno scrit¬ 
tore di nozioni elementari debbe aver sempre presente, di sommi¬ 
nistrare agli Allievi un alimento ben digeribile dalle loro forze 
intellettive; e poiché non di rado quest’ avvertenza è trascurata, 
accenno, en paesani, che il rammentarla a quelli che si pongono a 
comporre trattati elementari, e specialmente in Geometria, sia cosa 
al certo ben più interessante, che il raccomandare o « la rigorasa 
adesione al metodo di Euclide » ed « il non intorbidare la pu¬ 
rezza della Geometria antica con le formole algebriche. » 

Si: torno a ripeterlo, l’uso di queste formole (parlo delle piu 
semplici ) sostituite non già, ma applicate ai tipi geometrici, che le 
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figure presentano, riesce utilissimo anche quando trattasi di propor¬ 
zioni. Due avvertenze sono però necessarie: 1 cacciar via dalla mente 
1’ errore di prendere per linee i rettangoli : II riflettere che anche 
in Geometria la moltiplicazione senza eccezione alcuna sempre ci 
presenta un numero di oggetti nel moltiplicando, e un numero di 
volle (dedotto da un numero di oggetti) nel moltiplicatore. A questo 
due convien poi dopo il 1867 aggiungere una terza avvertenza per 
noi Italiani finché I’ Euclide non sarà eliminato dalle nostre scuole, 
Io abradervi nel libro V o VI quel detestabile richiamo (Def. V) 
che trovasi nello dimostrazioni do' teoremi relativi alle proporzioni, 
richiamo, con cui s’ induce lo studente a credere che possa servirgli 
di lume una definizione (nò altrimenti che per definizione come ce 
la dà Euclide può prendersi, giacché come teorema non è dimostrato) 
una definizione dico, la quale non ha relazione alcuna con la egua¬ 
glianza dei quoties, unica cosa, che o si cerca o si contempla in 
tutte quante mai sono le geometriche proporzioni, sieno o non sieno 
commensurabili le quantità. E della utilità di questi avvertimenti 
mi piace darvi un esempio, tutta dettagliatamente mostrandovi la 
trama del ragionamento che fa la mente su di una proporzione poco 
fa nominata. Vedemmo che l’ordinata, che chiameremo 0, elevata a un 
terzo del diametro non è a rigore media proporzionale fra i due seg¬ 
menti metri I, e metri 2, perchè incommensurabile. Che si fa dunque? 

Agli incommensurabili sappiamo che si sostituiscono quantità 
prossime, e perciò dividiamo il segmento metri 1 in IO decimetri, 
e in 20 l’altro: quindi per mezzo della estrazione di radici troviamo 
che medio proporzionalo molto prossimo all' ordinata incommensu¬ 
rabile è decimetri 14, giacchò 15 decimetri la supererebbe; e rile¬ 
viamo poi, che decimetri IO ò contenuto una volta e 4 volte la sua 
decima parte in decimetri 14, come decimetri 14 in decimetri 19,6 
prossimo a decimetri 20. 

Volendo però trarre partito da questa proporzione per formare 
un quadrato equivalente ad un rettangolo avente per base metri due, 
e metri uno di altezza, la proporziono ottenuta tra linee non ne giova 
a nulla, giacchò per misurare superficie si richieggono superficie; e 
si è dai Geometri riconosciuto utile scegliere il quadrato eretto sul- 
T unità di misura lineare. Eleviamo perciò sopra ogni decimetro un 
quadrato in tutti e quattro i termini, e gli avremo espressi dai me¬ 
desimi numeri indicanti non più linee formale da decimetri, ma ret¬ 
tangoli formati da decimetri quadrati. 

Rammentando ora 1’essenziale proprietà di ogni proporzione di 
avere il prodotto dei medi eguale al prodotto degli estremi ; poiché 
si 1’ uno, che l’ altro risulta degli identici tre fattori, i due antece¬ 
denti ed il quoziente comune, siccome chiaro apparisce dalla formola 
generalo ai aq = a cq, donde acq = aqc, ne profittiamo. 
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Nel caso nostro cosa è il prodotto degli estremi? Essi sono due 
rettangoli: ma nelle moltiplicazioni un dei fattori debbe indicare 
oggetti, e 1’ altro volle, perciò uno dei due estremi per es. il 2°, 
che è decim. q. 19,6 debbe essere ripetuto tante volte quante sono 
le unità del 1°, cioè 10 volte, In modo, che ne risulti un rettangolo 
avente per base decim. 19,6 (prossimo a decim. 20), e per altezza 
decim. 10, un rettangolo costituito perciò da decim. q. 196. 

Così diportandoci, gli Allievi vedono costruirsi sotto i loro occhi 
come prodotto degli estremi e dei medi quel rettangolo e quel qua¬ 
drato che senza questo dettaglio alcuni di essi provano qualche dif¬ 
ficoltà a comprendere come risultare possano per mezzo d’ una 
moltiplicazione. 

Cosa è il prodotto dei medi? È un rettangolo di decim. q. 14ri¬ 
petuto 14 volte in modo, che ne risulta un quadralo costituito an- 
ch’esso da decim. q. 196 avente per ciascun suo lato decimetri 14. 
Proseguendo l’estrazione di radici q, passiamo a formar nuove 
' ^proporzioni, in cui il quadrato del medio proporzionale è sempre equi- 
. vèlente al rettangolo prodotto dagli estremi, rettangolo che sempre 
vO più si approssima al rettangolo avente per lati attigui metri 1, e metri 
2ìsenza mai poterlo raggiungere. Perciò, chiamato R questo rettangolo, 
il prò dotto degli estremi, che nelle successive proporzioni vi differisce 
•'iniheno per una variabile r decrescente, sarà R —r; ed il quadrato dei 
'^■'.2/OnSV^euccessivi me di proporzionali, che è sempre e equivalente ad R — r, 
differirà anch’esso sempre in meno dal quadrato dell’ordinata, il quale 
chiameremo Q, sicché sarà Q — q. 

La certezza poi dell’ eguaglianza di Q—q—R—r fondata su 
quella del prodotto dei medi e degli estremi, rende applicabile a que¬ 
sta eguaglianza il principio dei limiti (§ 268); e quindi abbiamo Q—R, 
cioè il quadrato dell’ordinata equivalente al rettangolo avente per lati 
attigui i segmenti metri 1, e metri 2. 

Ma se 0 è equivalente ad R, essi non sono però a rigore com¬ 
mensurabili: non v’è quadratello misura di R, che misuri anche Q. 
Sulla ordinata nemmeno graficamente potrebbe erigersi il rettangoletto 
che si dovrebbe ripetere, perchè aver dovrebbe l’altezza dell’ unità di 
misura, che manca. Il quadrato dell’ordinata non può dunque riguar¬ 
darsi come risultante dalla ripetizione del rettangoletto 0 eretto sul¬ 
l’ordinata, perchè questo rettangoletto 0 non esiste, il che equivale a 
dire, che 0><0= O a è una contraddizione, un assurdo. 11 quadrato 
dell’ordinata dunque non come 0», non come quadrato eretto sopra 
una media proporzionale, ma come quadrato limite dei quadrati cretti 
sulle successive medie proporzionali, è equivalente al rettangolo R a- 
vente uno dei Iati attigui doppio dell’altro. 

Per mezzo delle sue costruzioni la Geometria in molti'tasi ci dà 
delle quantità incommensurabili, che soddisfano alle nostre ricerche, 
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cotae limiti di termini proporzionali, e non già come termini propor¬ 
zionali essi stessi; e ciò in conferma del propostomi assunto. = 
Ecco la lunga filastrocca, che io do in risposta alle richieste fat¬ 
temi sulla proporzionalità degli incommensurabili. Contenendo essa al¬ 
cune avvertenze, che potrebbe darsi non avessero quella esattezza, e 
quella utilità, che a me sembra che abbiano, amo avere su di essa 
l’autorevole vostro giudizio. Si quid novisti rectius istis, candidus 
imperli: si non his utere mecum. E con lo più sincere proteste di al¬ 
tissima stima mi dichiaro. 


Fos/ro Devotissimo 



« 









76 


78 

80 

81 


30 


_ 22 


4 

m ' 1 

4 


9 

34 

27 


82 35 


47 

& 

23 

45 


97 
400 
402 
433 
435 9,40,44 

_ 47 

4 46 40 

439 22 


m» 

condiscenza . . 

atomi semplici . 

4, Vi, */», % -• • 

4 

• •• “f* • • * 

m» 

sinomini . • • 

cubica dui • • • 

promesso (§ 4 27) 

■+-«* S X*/» C * 

punto r . . • 

il quadrato . • 

porto, per quoziente, 
inferiore D' ■ • 


CORREZIONI 
. potenza sintetica 
4 

.m n—l 

4 

■ "* m' l— * 

condiscendenza 
atomi materiali semplici 

4 : vi : ’/. : % 

4 

• ••• ”4" 

. sinonimi 
. cubica op 
, promesso (§ 422) 

. +r*X‘/ 2 c 

. punto r 

la frazione del quadrato 

quel, porto per quoziente, è quel 

inferiore D 








